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����� ����������� ��������� �. ��	 &���	� 5��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ����C ���������� .�� &���	� 5��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��"
����� 4�	!�������	��! %�	�� +���,��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��-
����" �4 5��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��-

�)



����2 �5 5��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��" �	!�������� 1�)	����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��"�� ����������� ��������� �. ��	 &���	� 5��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��"�� ����C ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��"�� 4�	!�������	��! 5��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��"�� ��	 %�����	���� 5��	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��"
��"�" 1�, ��	� � D �� �� � �,��!�� 1�)	����	8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��-

��2 3�������� ���!	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��-

! "
��� #���	��$ ��� %�
��

��� � &
"�� (���	����� �. 4�	!�������	��! $������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"0

"���� ����	  	��!��, )�� &����  	��!��, � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"0
"���� ��	 =������ �. (���	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"�

"�� 5��	���� (���	�����; ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"�
"�� 1�)	����	 (���	�����; ������	� ����	 1�)	����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"-
"�� 3�������� ���!	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"#
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2���� ��	 3������	�	��� 1�)	 47������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �2*
2���� $�������� �� ��	 3������	�	��� 1�)	 47������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �-0
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2�� �������� &��� ��� ��������� �	������!	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �-"
2�" ��������� .��� +���,� �. E	��9��� (����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �-2
2�2 3�������� ���!	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#�
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<�� ���	/E������! %��� �. 5�
�	��6� 47������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*0
<�� &	�	��� $������� �. ��	 E	������9 47������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*0
<�� =�����������, �. 1�)	  	!��� ��� 4�	!���! %�	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*�
<�� ����	 1�)	� �� � &��� �����!��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*�
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��� �	A	!���� ��	F!�	�� .��� � (�	�	!���!' ������ 3�!��	�!	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*2
��� $��.�!	 ����	�� �� ��	 3��	�.�!	 �. � �	�.	!� �����!��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*2
��� �5 �	A	!���� ��� ������������ ��	F!�	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*-

����� (	��)����� �. ��	F!�	��� �� �	��� �. 4�	!���! %�	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*-
����� +��	����	 (	��)����� �. �	A	!����B������������ ��	F!�	��� � � � � � � � � � � � � � � � �*#
����� +��	����	 (	��)����� �. ��	F!�	�� �	���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �*#

��� (	��)����� �. <�	���	�6� +���	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �**
��" ���	� ����	�)����� �� �� 3��	�.�!	 G�4 ���	H � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �**
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(�� ����������� �������� �. � ������	� ����	 1�)	����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �0�
(�� &���	 1�)	�	���� �� � ������	� ����	 1�)	����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �0�
(�� ����	  	��!��, �� � ������	� ����	 1�)	����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �0�
(�� �4 E	������9 47������ �� � 1�)	����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �0�
(�" +��	�����)	 �4 %�	�� (	��)����� �� � ������ 1�)	����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �0�
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4�� +��	����	 (	��)����� �. &����  	��!��, �� � ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �02
4�� &����  	��!��, �� � ������	� ����	 1�)	����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �02

- %�
�������
 ��
 (�����
 � �,*
%�� +����
������� �. �BR+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �0#
%�� 3������	�	���  	!��� 1�)	 47������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �0*
%�� 3������	�	��� $!���� 1�)	 47������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �0*
%�� $!���� ���	����� �. �� 3�����	� =�!�������� �����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��0

" "��

�
$ �� (������$ �
�� .$����
 ���

)�



������� �

���	�
����� 
�� �������
������� �����

�



/���
 (��
0 ��12��� 3�)��4�)*&5

���� �����		 �	�
��

 ��	� ������ 
� 
����
��� 
� �
� ���������	� �����
���� ���� 
�����
�� ��� �������
�� ��
���
� ���	

��
�� 
� �� !� ���� �������� �� ����	��
����� �� ��� ������ �� ��	��
�
�� ����� ����� 	����� ��� �	�
��


��	� ��� ��� "�#���

 ��	� ��� �����#���� �����#� ���
� 
� ��� ���" �� ������ �

���
�# �� ��� ��� �������
����� ��� �$�
� ��� �� �� �	�
��

 
���#� ���� ��� ������ 
������������	� 
� ��� ���
�� ��������
�# ���
� �� ���
"�"��� ���� ��� 
���#� ���� �����
�� 
� ������� 
� ��� ��
��� %
"
	��	�� ��� �$�
� �� � "�#���

 ��	� 
�����
�� ��� �����#� �� �� �	�
��

 
������ ��	� "�&�� 
���	� ��	� #�����		� �� ��#������

I��	��	 :� +�,� �� ��� ����	
��
� ������

�



5�
�	��6� 	7������� !����	�	�, �	�!��
	 ��	 @	�� �. 	�	!�������	��!�� ������� ��C	�	����� 	7�������'
)	!����' ��� !����	
 ����,��� �	�!��
	 ��	 ����������� �. ���	/�������!' ��������, )��,��� 	�	!�������	��!
@	�� 7�������	�� 5�
�	��6� 	7������� ��	;

∇×
�

E(
�
r, t) = −∂

�

B(
�
r, t)
∂t

G���H

∇×
�

H(
�
r, t) =

∂
�

D(
�
r, t)
∂t

+
�

J (
�
r, t) G���H

∇ ·
�

D(
�
r, t) = ρv(

�
r, t) G���H

∇ ·
�

B(
�
r, t) = 0 G���H

%�� ��	 ������	� �. ���� !����	� ��	 .�������� ����	����!�� �
�	�)������ ��	 ���	;

�� 5�
�	��6� 	7������� .��� � �,��	� �. !����	� ������� ��C	�	����� 	7������� ���� ��)��)	 )	!��� ���
�!���� 7�������	��

�� ��	 ���	 �	��)���)	� �� ��	�	 	7������� �	�!��
	 ��	 ���	 )��,��� 
	��)��� �. ��	 @	����

�� ��	 	7������� ��	 ���	�� ������� ��C	�	����� 	7�������' ��� %����	� ����,��� !�� 
	 ��	� �� ����,9	 ��	

	��)��� �. !�����!��	� ������ ����	�� 3� %����	� ����,��� ������� ��	 �	�!��
	� 
, � ���	��������� �.
���	/�������! ������� !��������� �. ���	� ��� !����	�� ��	 .�!�� �� �� ��	 
	��)��� �. 	�!� �	�����!
������ �� � >���� .�	7�	�!, �. ��!��������� <	!���	 ��	 ��!�������� .�	7�	�!�	� ��	 >����' �	 �		� ��
�	�	����	 ��� ��	 ����	 �. 	�!� ������ �� 
	��� !����	� 
, ��	 �,��	� �. ��)	����� 	7�������� $������
�� !��!��� ��	��,' �� 	�	!�������	��!� �	 ��	 ������� �� ������., ��	 ������������ �. ���	/�������!
�������� ��	 ������� ��	' �� �	�	���' !����	
 ���
	�� ���� �	�!��
	 �� ��������	 ��� ����	 ���.�'

�� ����>	 ������� �� !��!��� ��	��,' ��	 ������� ��	 )	!�����

�� +�������� �� ����� � ���	��������� �. ������� �� �	�!��
	 ���	 !�����!��	� ���	/)��,��� �������' �� ��	
�	
� !����	� �	 ���� �������!	 ��	 !��!	�� �. � ����	 ��)	� + ���	��������� �. ����	 ��)	� !�� 
	 ��	�
�� �	�!��
	 ���	 !����	
 ���	
���� )��,��� ��)	�� ��	 ��	 �. ���	/�������! ������� �� !��
�������
���� ����	 ��)	� ������@	� ��	 !�����!��	� �	� �. 5�
�	��6� !����	� ������� ��C	�	����� 	7������� ����
�����	 �������, 	7������� ���� ��������.������ ����������

"� ��	 	�	!�������	��! @	��� ��	 .��!����� �. ��������� ��	 ��� �����!�� ��� !���� �����!�� ��	 ��������,
�	�	��	�� �	��)���)	�' ��� �� �� ��	�	 �	��)���)	� �� 5�
�	��6� 	7������� ���� �	�!��
	 ��	 
	��)��� �.
��	 	�	!�������	��! @	��� �� ���!	� +� 	�!� ����� �� ���!	' ��	 @	�� �� ������	� 	���	� � ��������	
����	' �� � ��������	 ��� ���	!����� $�!� @	��� ��	 �	.	��	� �� �� �����
 ������ ΦG

�
rH' ��� ���	�
 ������

�

AG
�
rH' �	��	!��)	�,�

+ �������� ���	��������� �. 5�
�	��6� 	7�������' ��	�' �	7���	� >����	��	 �. !����	
 ���
	��' �������'
)	!����' !��� ��� ��)	��	�!	 ��	�������' ��� ���	/�������! ������� 
��� �� �!���� ��� )	!��� .���� + 
��	.
�	)�	� �. ��	�	 .�����	���� ����	����!�� !��!	��� �� ��)	� �	
�� J�� ��	 	�!�����	� �� �
���� � ��,��!��
�� �	�� �� � ����	����!�� ���	���	������ �. ��	 !��!	����

��� ������	 
����
�

����� ��� ���	
��� 
�����

+ !����	
 ���
	�' �' !������� �. � �	�� ��� ��������, ����' ���!� !�� 
	 )������9	� �� ��	 �!����	
 ����	�
�� ����� �� %����	 ���� ��	 !����	
 ���
	� !�� 
	 ������� �. �� � )	!��� �������� �� ��	 ������ �. ��	
!����	
 ����	 ��� 	����� �� ��	 !��������	 G�'�H' ��	�	 � �� ��	 �	�� ���� ��� � �� ��	 ��������, ���� �.

�



��	 !����	
 ���
	�� ��	 ��������	 �. ���� )	!���' 
' �� ��	� ��)	� 
, r =
√
a2 + b2' ��� ��	 ����	 �. ����

)	!��� ���� �	��	!� �. ��	 ������)	 �	�� �
��' θ' �� ��)	� 
, θ D tan−1(b/a)� ��	 !����	
 ���
	� z !��
��	�	.��	 
	 �	��	�	��	� �� ��	 �. ��� .����� ��	 �	!�������� .��� �� ��)	� 
, z = a + jb' ��� ��	 �����
.��� �� ��)	� 
, z = rejθ' ���!� ��>	� ��	 �. 4��	�6� .������;

ejθ = cos θ + j sin θ G��"H

��	�	 j =
√
−1� 47������ ��" �� �� ��������� �	���� ���!� �	 ���� ��	 �	�	��	��, ��	� �����.������


	��		� ��	 ���	/ ��� ������/��������

������ ���	 %��		��� � ������! ������ �� 	�� ������! �����

����� ��	
��� ���������

��	 !����	
 !�������	 �. � �� �	@�	� �� �	!�������� .��� ��

z∗ = (a+ jb)∗ = a− jb G��2H

��� �� ����� .��� ��
z∗ =

(
rejθ

)∗
= re−jθ G��-H

��	 !����	
 !�������	 �� � !��)	��	�� ��, �� 	
���!� ��	 �	�� ��� ��������, ���� �. � !����	
 ���
	� �;

Re {z} =
z + z∗

2
=

1
2
{a+ jb+ a− jb} = a G��#H

Im {z} = −j
(
z − z∗

2

)
= −j 1

2
{a+ jb− (a− jb)} = b G��*H

����� 
����� ��� �����

��	 ��� ���	� �. � !����	
 ���
	� �� 
	�� .���� ����� ��	 ����� .���;

zn = rnejnθ = rn {cos (nθ) + j sin (nθ)} G���0H

:�>	���	' ��	 ��� ���� �. � !����	
 ���
	� �� ��)	� 
,

z1/n = r1/nejθ/n = r1/n
{

cos
(
θ + 2kπ

n

)
+ j sin

(
θ + 2kπ

n

)}
G����H

�



��	�	 k = 0, 1, 2, ...n− 1� %��� ���� �� .������ ���� ��	�	 ��	 n ��C	�	�� )���	� .�� z1/n. %�� 	
����	' ��	
�7���	 ���� �. � !����	
 ���
	� �� z1/2 = ±

√
rejθ = ±

√
rejθ/2�

��������������

�6'��7� �8�9
&�)	� ��	 .�������� !����	
 ���
	��; A = 1 + j2 ��� B = −2 − j' !��!����	 ��	 ���	��!�� ��������� ��

��	 .�������� ��	�������; AB' A/B' ���
√
A�

.�������9
����,��� ��� ��	 ��������!����� �� �	!�������� .���;

AB = (1 + j2) (−2 − j) = −2 − j − j4 + 2 = −j5

��' �� ����� .���;

AB = (1 + j2) (−2 − j) =
(√

5ej1.107
)(√

5e−j2.678
)

= 5e−j1.571 = −j5

���!������� ��	 7����	�� �� �	!�������� .���;

A/B =
1 + j2
−2 − j

(
−2 + j

−2 + j

)
=

−4 − j3
5

= −0.8 − j0.6

��' �� ����� .���;

A/B =
√

5ej1.107√
5e−j2.677

= ej3.784 = −0.8 − j0.6

%�����,' !��!������� ��	 �7���	 ���� �� ����� .���;

√
A =

(√
5ej1.107

)1/2

= ±
(
51/4
)(

ej1.107/2
)

= ±1.495ej0.554 = ± (1.272 + j0.786)

��������������

��� �����
�

����� ���� �������

3� ���� �	!���� �	 @��� !�����	� ���, �	�� )	!����' ��	� )	!���� ���� !������ ���, �. �	�� ���
	��� 3� � ���		

���	�������' !���	���� !��������	 �,��	�' � �	�� )	!��� �� ��	!�@	� 
,
�

V = Vxx̂+ Vy ŷ+ Vz ẑ ��	�	 x̂' ŷ' ���
ẑ ��	 ���� )	!���� ����� ��	 
/' ,/' ��� 9/�
	�' �	��	!��)	�,' ��� �x' �y' ��� �z ��	 ��	 ��������	� �. ��	

)	!���
�

V �� ��	 
/' ,/' ��� 9/���	!������ ��	 �	����' �� ����' �. � �	�� )	!���
�

V �� ��)	� 
,

|
�

V | =
√
V 2
x + V 2

y + V 2
z G����H

��	 ���� )	!���� x̂' ŷ' ��� ẑ ��)	 � �	���� 	7��� �� ����,' ��	� |x̂| = |ŷ| = |ẑ| = 1�
��	 �������� �� ��
���!���� �. ��� )	!����

�

U = Uxx̂+Uyŷ+Uz ẑ ���
�

V = Vxx̂+Vy ŷ+Vz ẑ �� �����, ��	
�������� �� ��
���!���� �. ��	 ����)����� !�����	���;

�

U ±
�

V = (Ux ± Vx) x̂+ (Uy ± Vy) ŷ + (Uz ± Vz) ẑ G����H

"



��	�	 ��	 ��� ��������!���)	 ��	������� .�� )	!����' ��	 ��� �����!� ��� ��	 !���� �����!�� ��	 ���
�����!� �	����� �� � �!����� ��	 !���� �����!� �	����� �� � )	!���� ��	 ��� �����!� �. ��� �	�� )	!���� ��
�	@�	� �� �

U ·
�

V = UxVx + UyVy + UzVz = |
�

U ||
�

V | cos θ G����H

��	�	 θ �� ��	 ����	 
	��		� ��	 ��� )	!����� ����!	 ���� �	 !�� �	����	 ��	 	
��	����� .�� ��	 �	���� �. �
�	�� )	!��� G47������ ����H ����� ��	 ��� �����!�;

|
�

V | =
√

�

V ·
�

V G���"H

����,��� ��� ��	 ��� �����!�' �� �� ��������.������ �� ���� ���� 47������� ���� ��� ���" ��	 	7��)��	���
��	 !���� �����!� �. ��� �	�� )	!���� �� �	@�	� ��

�

U ×
�

V =

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ
Ux
Vx

Uy
Vy

ẑ
Uz
Vz

∣∣∣∣∣∣
= x̂

∣∣∣∣ Uy Uz
Vy Vz

∣∣∣∣− ŷ

∣∣∣∣ Ux Uz
Vx Vz

∣∣∣∣+ ẑ

∣∣∣∣ Ux Uy
Vx Vy

∣∣∣∣ = n̂|
�

U ||
�

V | sin θ G���2H

��	�	 n̂ �� � ���� )	!��� ���� �� �	��	���!���� �� 
���
�

U ���
�

V ' ��� ��	 ���	!���� �� �	�	����	� 
, ��	 �����
���� ���	� ��	 �����/���� ���	 ����	� ���� ��	 ���	������� �. ��	 )	!����6 !���� �����!� �� �	�	����	� 
,

���!���
�

U ���
�

V ����/��/����' A���	���� ��	 ����� ����' 	
�	����� �� �� ��	 ���	!���� �.
�

U ' ��� ��	� !������

��	 @��	�� �� ��	 ���	!���� �. ��	 )	!���
�

V � ��	 ����
 ��	� ������ �� ��	 ���	!���� �.
�

U ×
�

V ' �� ����� ��
%����	 ����

������ ��
	 �����	��	��� �� 	�� ����	 ���� ���� ��� 	�� ����� ������	 �� 	 � ���	���� &� '�� 	�� �����	��� ��
�

U ×
�

V � �	��	  �	� 	�� '����� �� 	�� ����	 ���� ����	��� �� 	�� �����	��� ��
�

U ��� ���� 	��� �� 	�� �����	���

��
�

V � (��� 	����  ��� ����	 �� 	�� �����	��� ��
�

U ×
�

V �

��������������

�6'��7� �8�9
1��� �� ��	 ������� �	���������� 
	��		� ��	 )	!����

�

k ���
�

E' �.
�

k ·
�

E = 08 G+����	 ���� 
���
�

k ���
�

E
��)	 ���9	�� �	�����H

2



.�������9

%��� 47������ ���� �	 �		 ���� �. 
���
�

k ���
�

E ��)	 ���9	�� �	����' ��	 ���, ��, ����
�

k ·
�

E = 0 �� �.
cos θ = 0� ���� �!!��� ��	� ��	 ����	 
	��		� ��	 )	!���� �� θ = 90◦� ��	�	.��	'

�

k ���
�

E ��	 ����������
G��	� �	��	���!����H �� 	�!� ���	� �� ���!	�

��������������

�6'��7� �8�9

1��� �� ��	 ������� �	���������� 
	��		� ��	 )	!����
�

k ���
�

A' �.
�

k ×
�

A = 08 G+����	 ���� 
���
�

k ���
�

A ��)	 ���9	�� �	�����H

.�������9

%��� 47������ ���2 �	 �		 ���� �. 
���
�

k ���
�

A ��)	 ���9	�� �	����' ��	� �	 ���� ��)	 	���	� θ = 0◦

�� θ = 180◦� ��	�	.��	'
�

k ���
�

A ��	 	���	� ������	� �� ����/������	� �� ���!	�

��������������

�6'��7� �8 9

&	�	���	 � ���� )	!��� ���� �� �	��	���!���� �� 
��� �. ��	 )	!����
�

A = 2x̂+ 3ŷ+ ẑ ���
�

B = x̂+ ŷ+ 2ẑ�

.�������9

��	 !���� �����!� �	�	���	� � )	!��� ���� �� �	��	���!���� �� 
��� )	!����;

�

A×
�

B =

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ
2
1

3
1

ẑ
1
2

∣∣∣∣∣∣ = 5x̂− 3ŷ − ẑ

��	�' �������9	 ��	 )	!���;

n̂ =

�

A×
�

B

|
�

A×
�

B|
=

1√
35

(5x̂− 3ŷ − ẑ)

��������������

�6'��7� �8!9

1��� �� ��	 ����	 
	��		� ��	 )	!����
�

A = x̂+ 2ŷ − 3ẑ ���
�

B = −2x̂+ 3ŷ − ẑ8

.�������9

1	 !�� !��!����	 ��	 ����	 .��� ��	 ��� �����!�� $��)��� 47������ ���� .�� θ;

θ = cos−1

( �

A ·
�

B

|
�

A||
�

B|

)
= cos−1

(
7√

14
√

14

)
= 60◦

��������������

-



����� ��	
��� �������

+ !����	
 )	!��� �� � )	!��� ���� ��	 �� ���	 !�����	��� 
	��� !����	
� +� �	 ���� �		' �� 	�	!������/
�	��!� �	 �.�	� ��	 !����	
 )	!����� 3� ���, ��,�' � !����	
 )	!��� �� ��	��	� ��������, �� � �	�� )	!����
%�� 	
����	' )	!��� �������� ��� ��
���!���� ��	 �	�.���	� �� ��	 ���	 ����	� ����� 	�	�	��/
,/	�	�	��
�������� �� ��
���!���� G47������ ����H� ��	 ��� ��� !���� �����!�� ��	 ���� ���	 �� � ������� ����	�
G47������� ���� ��� ���2H 	
!	�� ��	, !�� �� ����	� 
	 �	@�	� �� �	��� �. �� ����	' θ' ���!	 ���� ����	 ��
����	� ��>	� ��,��!�� �	��	 ��	� �	����� ���� )	!���� �� !����	
 ���!	�

+� ��������� ��C	�	�!	 �!!��� ��	� !��!������� ��	 �	���� �. � !����	
 )	!���� %�� 	
����	' !�����	�

@����� ��	 �	���� �. ��	 )	!���
�

D = x̂ + jŷ ����� ��� ��	)���� �	@������ G47������� ���� ��� ���"H� 1	

����� @�� |
�

D| = 12 + j2 = 1 − 1 = 0 ���!� !�	���, ��>	� �� �	��	� 3���	��' �	 ��	 ��	 !����	
 !�������	
��� �	@�	 ��	 �	���� �. � !����	
 )	!��� ��

|
�

V | =

√
�

V ·
�

V
∗

G���-H

?���� ���� �	@������' �	 @�� ��	 �	���� �. )	!���
�

D �� 
	 |
�

D| =
√

(x̂+ jŷ) · (x̂ − jŷ) =
√

1 + 1 =
√

2�
����!	 ����' �� ��	 !��	 ����

�

V �� � �	�� )	!���' 47������� ���- ��� ���" ��	 	7��)��	���

��� �����
 ��� �����
 ������

+ ��������, )��,��� @	�� �� �	�!��
	� 	���	� �� � �����
 ����� Φ(
�
r)' �� � ���	�
 �����

�

A(
�
r) = Axx̂+Ayŷ+Az ẑ'

��	�	 ��	 �������� )	!���'
�
r ' �� ��)	� 
,

�
r = xx̂+ yŷ + zẑ G���#H

�� ����	���� !��������	�� ���� )	!��� �	�!��
	� ��	 !���	�� �������� �� ���!	� %�� 	
����	' ��	 �����
(x, y, z) = (1, 2, 3) �� �	�!��
	� 
, ��	 �������� )	!���

�
r = x̂+ 2ŷ+ 3ẑ� ��	 ��C	�	�!	 
	��		� � �!���� @	��

��� � )	!��� @	�� �� ��	 .��������� + �!���� @	�� �� �	�!��
	� 
, � ����
	��� ���� �� 	�!� ����� �� ���!	�
+ )	!��� @	��' �� ��	 ���	� ����' �� �	�!��
	� 
, � ����
	��� ��� � �

��	
�� �� 	�!� ����� �� ���!	' ���
��	�	.��	 � )	!��� �� �	7���	� �� �	�!��
	 ��	 @	�� �� 	�!� ������� ��!�����

�
r �

������ ���	 )�* ���	��� ��� �� � ����	���� )�* &�� ������������� ����	��� �� 	����+���������� ,-.�

#



�� ���	������ ��	 ��C	�	�!	 
	��		� �!���� ��� )	!��� @	���' !�����	� ��	 .�������� 	
����	� %����	
���G�H ����� � !������ ��� �. ��	 �������� ����� �� %����	 ���G
H� ��	 	�	)����� ��!�	��	� ������ ��	
�	�>' ���!� �� �� ��	 !	��	� �. ��	 ���� 4�	)�����' �� �����	� �� � !������ ���' �� � �����
 ����	
	�� 4�!�
����� �� ��	 ��� !���	������ �� �� 	�	)����� �. � !	����� ���
	� �. .		�' ��� ��	� ��� ������ �. 	7���
	�	)����� ��	 !���	!�	� 
, !������ ���	�' ��	 ���@�	 �. ��	 	����6� ���.�!	 �� !����	�	�, �	@�	�� 4�	)�����
�� � �!���� @	���

������ ���	 )�* /�� �� � ����	��� ��� ��� 	�� ����� ��0����� �	 ���� ����	��� 	� ���� � ������ �� ������
)�* &�� ����� ���	��� �� 	�� ����	��� ,-.�

+ ���
�	 ���!	� ���	��	�	 �� ��	 �������� ����� �� %����	 ���' ���)��, .��!	� ���� ��>	 �� ���� ����
��	 ����' �� ��	 ���	!���� �. ��		�	�� �	!	��� 3. �	 ����	� �� ���� ��	 ���
�	 �� ���!	' � .��!	 ����� ��)	 ��

	 �����	� �� ��	 ����	� ���	!���� �� ��	 ���
�	� (	�	����� ���� ��	 ��!����� �. ��	 ���
�	' � ��C	�	��
.��!	 �� � ��C	�	�� ���	!���� ����� 
	 �	7���	�� %����	 ���G�H ����� � ��� �. ��	 �������� �� ���!� ������
��	 ����� �� ����!��	 ��	 ������ ��� ���	!���� �. ��	 .��!	 �	7���	� �� ���� ��	 ���
�	 �� )������ ���!	��
��	 .��!	 �� �����	� �� ��	 ��� �� � ���	�
 ����	
	�� ��	 .��!	 �� !����	� �!� ���)��,' �� � )	!��� @	���

����� �������� !�"������� ��� ����

��	 �����	�� ��	����� ∇ G!���	� ��	�� �� ���	���	� ���
���H' �� ����	���� !��������	�'

∇ =
(
∂

∂x
x̂+

∂

∂y
ŷ +

∂

∂z
ẑ

)
G���*H

�� ��	� �� �	�!��
	 ������� )��������� �. @	���� 1	 ��	 ��	 �
��
��	 �� �	�!��
	 ������� )��������� �� �!����
@	��� ��� ��	 �
��
����� ��� ��
� �� �	�!��
	 )��������� �� )	!��� @	����

"
������

&����	�� �� ��	 ����
	��� ��� �

��	
�� �� 	�� �
��	��	 
�	� �� ������ �� � �����
 ����� ��	 �����	�� ��	������
�� �����, ��	 �����	�� ��	����� ��������	� 
, ��	 �!���� @	�� ΦG

�
rH;

∇Φ(
�
r) =

∂Φ(
�
r)

∂x
x̂+

∂Φ(
�
r)

∂y
ŷ +

∂Φ(
�
r)

∂z
ẑ G���0H

*



��	 ��,��!�� ���	���	������ �. ��	 �����	�� �� ���� ��	 �

��	
�� �. ��	 �����	�� �� ��	 ���	������� �� ���!� ��	
���	!������ �	��)���)	 ��� ��	 ����	�� )���	' ��� ��	 ����
	��� �. ��	 �����	�� �� ��	 )���	 �. ���� ���	!������
�	��)���)	� ����!	 ���� ��	 �����	�� �. � �!���� @	�� �� � )	!��� @	���

���������� ��� ��	)���� 	
����	 �. � ���
�	 ���!	� �� ��	 ����	 �. � ��������' �� �� �����	�� ���� ��	�	
�� � �	������ 
	��		� ��	 �!���� @	�� �. 	�	)����� ��� ��	 )	!��� @	�� �. .��!	 �� � ���
�	� 3� �� � �����	
��� .������� ��	; ��	 .��!	 �� �	�	��	�� ���� ��	 ��		��	�� �. ��	 ����	' ��' �� ���	� �����' ���� ��	 ���	
�. !����	 �. 	�	)����� ���� �	��	!� �� ������!	� ���� ���	 �. !����	 �� � �	��)���)	' ������� �� �����	 ��
��	 �������, �	��)���)	 �. ��C	�	����� !��!����� 3� �� !�����!��	�' ���	)	�' 
, ��	 �	!	����, �. @����� ��	
���	!���� �. ��		�	�� �	!	�� �� ���	� �� �	�	����	 ��	 ���	!���� �� ���!� ��	 ���
�	 ���� �	�� �� ����� ��	
��		�	�� ����	 �� � ��)	� ����� �� ��	 �
��
��	 �. ��	 	�	)����� �� ���� ������ 3� �� � )	!��� 7������, �� 	�!�
�����' ��� ��	�	.��	 !��������	� � )	!��� @	��� G+����	� .��� K�LH�

%���
���	�

(�)	��	�!	 �� ��	 
�	� �� ������ �� 	�� ���� �	
���	� 
� 	�� �

��	
�� �� � ���	�
 ���� K�L� ��	 ��)	��	�!	 �.

� )	!��� @	��'
�

AG
�
rH' �� �	@�	� �� ��	 ��� �����!� �. ��	 �����	�� ��	����� ��� ��	 )	!��� @	��;

∇ ·
�

A(
�
r) =

(
∂

∂x
x̂+

∂

∂y
ŷ +

∂

∂z
ẑ

)
· (Axx̂+Ay ŷ +Az ẑ)

=
∂

∂x
Ax +

∂

∂y
Ay +

∂

∂z
Az G����H

��	 ��,��!�� �����@!��!	 �. ��	 ��)	��	�!	 �. � )	!��� @	�� �� ���� �� �	�!��
	� ��	 ���	 �� ���!� ��	 �@	��
�	����,� 	
��� � ��)	� �	���� �. ���!	� ����!	 ���� ��	 ��)	��	�!	 �. � )	!��� @	�� �� � �!���� @	�� G��	� �
�!���� 7������, �� 	�!� ����� �� ���!	H�

������ ��
	 �����	��	��� �� 	�� ���������� �� � '����� )�* 
 ���� 	������  ����  �	�� �� 1� ���� )�* 

	��� �� ���������� ���� ������ �� ��� ��� ,-.�

��	 ��)	��	�!	 �. � )	!��� @	�� �� ��!	�, ���������	� �� ��	 A�� �. A����� %����	 ��"G�H ����� � ���	
������� ���!� ���	� �� A������ ��	 ����	� ���	 ������ ��	 ���	 �	��	�	��� �� ��������, ���.�!	' S' �������
���!� ���	� ����	�� ��	 ���.�!	 �� !����	�	�, !���	�' ��� ���	� ���� A�� �� ������� ��	 ���	 ��� ��� �������
��	 ���	�� ��	 ���	� ��, A�� �� ��, ���	����� .������' 
�� ���!	 ���	� �� ��!����	���
�	 ��	 ������� �.

�0



���	� 	��	���� ��� 	
����� ��	 !���	� ���.�!	 ���� 
	 	7���� ���� �� ��	 ���	 �� ��,��� ���� ��	 ���	� ����

A�� �� ��!� � ��, ����' �. ��� )	��!��, �� �	��	�	��	� 
, ��	 )	!��� @	��
�

A(
�
r)' ��	 ��)	��	�!	 �.

�

A(
�
r) ����


	 9	�� 	)	�,��	�	� 3� �� .��� ���� !��!	�� ���� ��	 ���	 ���)	��	�!	� ����	�� 1��	� !����� ��)	��	 .���
��, ����� .�� �� ����� �	�)	 � )�!���M �� !����� !��)	��	 �� ��, ����� .�� �� �� ��!����	���
�	�

��� !�����	� ��	 A�� �. ���' ���!� �� !����	���
�	� %����	 ��"G
H �	��	�	��� � ��
	 �. !����	��	� ���'
!���	� �� ��	 	��� + ������� !�� ��� ���� 
		� �	��)	� .��� ��	 ���	� 	�� !������ ��� �� ���� ���� ������	�
��	 !���	� ���.�!	 ������ ��	 ��
	 ���� �� �	��	�	��	� 
, ��	 ����	� ���	� <	!���	 ��	 ��� �� 	
�������' ���	
��� �� ������� ��� ������� ��	 ����� ���	 �. ��	 ����!��	� ���.�!	 ���� �� 	��	���� ��	 ���.�!	 ������� ��	 �	.�
���	� ����	7�	���, ��	�	 �� � ��)	��	�!	 �. ���� ��	�	 �� ��)	��	�!	 �� 	)	�, ����� ��	�	 ��� �� 	
�������

��� ��	�	.��	' �. )	��!��, �. ��� �� �	��	�	��	� 
, ��	 )	!��� @	��
�

A(
�
r)' ��	 ��)	��	�!	 �.

�

A(
�
r) �� ��� 9	��

	)	�,��	�	� G+����	� .��� K�LH�

(�
�

���� �� ��	 
�	� �� ������ �� 	�� ���� �	
���	� 
� � �

��	
�� �	 

��	 ������ 	� 	�� ����' ��� �	�!��
	� ��	

������ �. ���������� �. ��	 )	!��� @	�� K�L� ��	 !��� �. � )	!��� @	��'
�

A(
�
r)' �� �	@�	� �� ��	 !���� �����!�


	��		� ��	 �����	�� ��	����� ��� ��	 )	!��� @	��� 3� ����	���� !��������	�' ��	 !��� �� �	�	������� .���
��

∇×
�

A
(�
r
)

=

∣∣∣∣∣∣
x̂
∂
∂x

ŷ
∂
∂y

Ax Ay

ẑ
∂
∂z
Az

∣∣∣∣∣∣
=
(
∂Az
∂y

− ∂Ay
∂z

)
x̂+

(
∂Ax
∂z

− ∂Az
∂x

)
ŷ +
(
∂Ay
∂x

− ∂Ax
∂y

)
ẑ G����H

����!	 ���� ��	 !��� �. � )	!��� @	�� �	����� �� �����	�' ��C	�	�� )	!��� @	���

������ ���	 �����	��	��� �� 	�� ���� �� � ���	�� '���� )�* 
 	�� ���	������  �	�� 	��	 ��� ���� �	�����  �	�
� ������� )�* 2�	�� 1� ��� �� � ����� ,-.�

�� ���	������ ��	 !��� �. � )	!��� @	��' !�����	� � ��
 �. ���	� �� ����� �� %����	 ��2G�H� ��	 ���	� ��
�� ��� 
		� �����	� ���� � �����	 ��� ��	 )	!���� �	��	�	�� ��	 )	��!��, �. ��	 ���	�'

�
v� + ����� �����	/��		�

��



������ ���	 2�	�� 1� ��� ������ � ������ �� � ����� ,-.�

�� ����� 
	���	 ��	 ��
M �. ���� �����	/��		� �� �����	� �� .��!�����	�� 
	������ ��� ����	� ���� ��	 !	��	�
�. ��	 ��
' �� ���� 
	 ����	� �� � !����	�!��!>���	 ���	!����� +� ��, ����� ��	 �����	/��		� �� ���!	� �� ��	
��
' �� ���� 
	 ����	� 
, ��	 ���	�' .��' 	)	� �. �� �� ��� �� ��	 !	��	� �. ��	 ��
' ��	 ���	� ���� 
	 ����� ���	
������, ���� ��	 ���	 �. ��	 ��		� ���� ���� ��	 ���	�� ��	 ������� �. ��	 �����	/��		� �� �� ����!����� ����
��	 ���	� �� ��)��� �� ��	 ��
 �� ��!� � ��, ���� ��	 )	!��� @	�� �. )	��!��, ��� � ���	 �. !����	' �	.	��	�
�� �� �!�����

������ ���	 &�� ����� �� 	�� ���� ���	�� �� ��	������� �� 	�� �����	��� �� ��	�	��� �� 	�� ������+ ����# ��
	�� ������+ ���� 	���� � ����	+���� ���� � �	  ��� ���� �	���� �� 	�� �����	��� �� 	�� ���� ���	�� ,-.�

��	 ���	 �!���� ����!��	� �� ����!������ ���� ������ �� !��)	� ���	�� ���� �� ��� �	!	����,' ���	)	�' .��
��������/���	 ������ ��, ���� ��)	 !���� 3. ���	� A��� �� � !����' �� �� %����	 ��2G
H' �� ��!� � ��, ���� ��
A��� ���	 ������, �	�� ��	 ���.�!	 ���� �� ��	� ����� ��	 
����� �. ��	 !����' 	)	�, �����!�	 �. ���	� ��,
��)	 �� � �������� ���	' 
�� �	)	���	�	�� ��	�	 �� � !���' �� ���� 
	 �	!����9	� ��	� ���� )	!��� @	�� ����
� ����� �����	/��		�� +� ����!��	� �� ��	 @���	' ��	 �����	/��		� ���� 
	 ����	� �� � !��!>���	 ���	!����'
.�� ��	 ���	�� �� ���	 ����� �� ��	 ��		�6� ���	� 
���	� ���� �� ��� ���	� ��	�� %����	 ��- ����� � ���
�. �����	� !����' �� ���!� ��	 ���	� A��� ������� !���� 3� ��	 �������� ���� �. ��	 !����' ��	 )	��!��, �.
A�� �� ���.���' ��� �� �� �
)���� ���� ��	 �����	/��		� �� �������� � ���� ��� ����� +� �' �� � 
	�� �. ��	
!����' �� �� �����
�	 .�� ���	� �� ���� ��	 !���	� ������� !���' ���)��	� �� A��� .���	� ����� ��	 ���	� ������
�. ��	 !����	� �� ���� ��	 ����� ����������� +� 	�����	� )�	� �. ��	 �����	/��		� �� � �� ����� G�� ����

	 ���	������ ���� ��	 	
������� �����	/��		� �� �� .�!� �� ����� ���� �� ��	� ��� ���	�.	�	 ���� ��	 A�� �.

��



���	�H' ��� �����	 ������ ����!��	 ��	 �	�!���� �. ��	 ���	� �� 	�!� �. ��� 
���	�� <	!���	 �. ��	 !��)����	 �.
��	 ���	� �. A��' ���	 ���� ���. �. ��	 
���	� ��	 ���)	� !��!>���	� <�� ��	 )	��!��, �. ���	� �� ��	��	� �� ��	
���	� ���	' ���' �������� .	�	� 
���	� ��	 ���)	� !����	�!��!>���	' ��	, ��	 	�!� �!�	� �� ���	 .��!	.���,�
3� �� �	����, !��!	�)�
�	 ���� !��)����	 ��� )�������� �. )	��!��, ����� 
	 �� �	���	� ���� ��	 ��		� �����
��)	 �� ����� �	��	�!, �� ����� ���)	� ������ �� ��	�	.��	 �����
�	 ������� !���� ���� >��� �. A�� ��' ��
� ����	� �. .�!�' !����!�	�����! �. � ����, .��!�����	�� ��7���� 3� �� ��	 ������	 �. ����	��������� �� ���)��	 �
���.�!	 ���� ���!� ��� �� ���	� ���� A�� ���� � ������� �. !���' .�� ������ ���� !��� �	)	���� 	���	� ����
����	 	�	��,�

��	 ��)	��	�!	 �. � )	!��� @	�� �� � �!���� 7������,� ��	�	 �� ��)	��	�!	 .��� � ����� �� �� � �����
G������)	 �� �	����)	H' 
�� �� ��	� �. ���	!���� �� ��)��)	�� ��	 !��� �. � )	!��� @	��' �� ��	 !������,' �� �
)	!���� 3. !��� �� )������9	� �� �� 	��,' �� �� 	)��	�� ���� ��	 	��, ���� 
	 �
��� ���	 �
��M � )	���!�� �
��'
����9����� �
��' �� �	����� �� ���	 ����	� ��	 ���	!���� �. ��!� �� �
�� ��' 
, �	@������' ��	 ���	!���� �. ��	
)	!��� ���� �	��	�	��� !���� �	.	����� �� ��	 �,����	��!�� �����	/��		�' ��	� �� �� �� ��	 �������� �� ���!�
�� ����� ���� ������, ��� �
�� �� �� ��	 ���	!���� �. ��	 !��� )	!���� 4�!� !�����	�� �. ��	 )	!��� �. !���
��, 
	 .���� 
, ���!��� ��	 �����	/��		� �
�� ������	� �� ��	 ����������	 �
�� �. !��������	�� ��	 �	��	 �.
��	 !��� )	!��� �� �	�	����	� 
, ��	 ���	!���� �. �������� �. ��	 �����	/��		�; �. ��	 �����	/��		� ����� �
�����/���� �!�	�' �� ���� �!�	� ���	�. �� ��	 ���	!���� �. ��	 !��� )	!���' �� �� %����	 ��#� G+����	� .��� K�LH�

����� ���	������� #��
�� ��� ������ $���%���

3� 	�	!�������	��!�' ����	� �� ���	�	� ��	 ��	� �� �	�!��
	 ��	 ����������� �. ��)	� �� ���!	� %�� ����
�	����' �� �� ��������� �� �	!����9	 ��	 )	!��� 	7������� ���� �	�!��
	 � ����	 ��� � ���	�	� �	!��� ���� ��	
�	�	��� 	7������ .�� � ����	 �� ���!	 �� a1x+ a2y + a3z = d' ���!� !�� 
	 �	�����	� �� )	!��� .��� ��

�

A ·
�
r = d G����H

��	�	
�

A = a1x̂ + a2ŷ + a3ẑ �� � )	!��� ���� �� ������ G�	��	���!����H �� ��	 ����	' ���
�
r �� ��	 ��������

)	!���� ��	 �	��	���! ���	���	������ �. 47������ ���� �� ����� �� %����	 ��*�

������ ���	 �� 	�� ����	��� ���	��
�

r = xx̂ + yŷ + zẑ �� ����	������ 	� ��	����
�

A · �r = d� 	���
�

r  ��� 	����
��	 � ����� �� ������

+ ���	�	 �. ������ � �� ��)	� 
, ��	 	7������ x2 +y2 +z2 = R2� ���� �� 	7��)��	��' ��	�' �� !�����������
��	 �������� )	!���

�
r ��!� ����

�
r ·

�
r = R2 G����H

���� )	!��� 	7������ ���� ���!	 ��� � ���	�	 �. ������ �� ��	 �	��	���! ���	���	������ �. 47������ ���� ��
����� �� %����	 ���0�

��



������ ����	 �� 	�� ���	��
�

r = xx̂ + yŷ + zẑ �� ����	������ ����
�

r · �r = R2  ���� R �� � ����	��	� 	��
���	��

�

r  ��� 	���� ��	 � ������  �	� ������ "�

����� ������ ������	�

1	 ��� ��	�	�� � .	� )	!��� ��	��	�� ���� �	 ���� ��	 �� ��� ����, �. 	�	!�������	��!��

����
�� �9 :� � ��	��
 ;��� �
 ����� �� ���� �� 	�
�< ���� ��	��
 ;��� �
 ��� �
������ �� 
���

	���
 ;���8

���� ��'

If ∇×
�

A = 0, then
�

A = −∇Φ G���"H

��	�	.��	' �. � )	!��� @	��
�

A ��� �� !���' ��	�	 	
���� � �!���� @	��' Φ' ����	 �����	�� �� 	7��� �� ��	 )	!���
@	��

�

A�
=�	 �. 5�
�	��6� 	7������� G47������ ���H �	��� �� ���� �. ��	 	�	!�������	��! @	��� �� ��� �	�	�� ��

���	' ��	� ��	 !��� �. ��	 	�	!���! @	�� �� 9	�� ��	�	.��	 .��� ���� ��	��	� �	 >��� ���� ���	 �!���� @	��

!�� 
	 .����' ���!� �	 ���� !��� Φ' ��!� ���� ��	 �	����)	 �. ��	 �����	�� �. Φ 	7����
�

E� ��	 ���!	�� �.
@����� Φ ��, 
	 �� ��F!��� ���� �� ��, ��� 
	 ����� ��	 	C���' 
�� �	 ����� >��� ���� Φ 	
����� $�!� �
�!���� @	�� �� !���	� � �����
 ��	��	
���

����
�� �9 :� � ��	��
 ;��� �
 ����� �� ���� �� ����
���	�< ���� ��	��
 ;��� �
 ��� 	�
� ��

��� ����
 ��	��
 ;���8

���� ��'

If ∇ ·
�

B = 0, then
�

B = ∇×
�

A G���2H

��	�	.��	' �. � )	!��� @	��
�

B ��� �� ��)	��	�!	' ��	�	 	
���� �����	� )	!��� @	��
�

A ����	 !��� �� 	7��� �� ��	

)	!��� @	��
�

B�
=�	 �. 5�
�	��6� 	7������� G47������ ���H �	��� �� ���� ��	 ��)	��	�!	 �. ��	 ����	��! A�
 �	����, ��

9	��� %��� ���� ��	��	�' �	 >��� ���� ���	 ���	� )	!��� @	�� !�� 
	 .����' ���!� �	 ���� !���
�

A' ��!� ����

��	 !��� �.
�

A �� 	7��� �� ��	 ����	��! A�
 �	����,� ��	 ���!	�� �. @�����
�

A ��, 
	 �� ��F!��� ���� �� ��,

��� 
	 ����� ��	 	C���' 
�� �	 ����� >��� ����
�

A 	
����� $�!� � )	!��� @	�� �� !���	� � ���	�
 ��	��	
���

��



����
�� �9 "��

= ����
��

∫
V

(
∇ ·

�

A
)
dV =

∮
S

�

A · d
�

S =
∮
S

(�
A · n̂

)
dS G���-H

��	�	
�

A �� � )	!��� @	��� &����6 ��	��	�' ���� !���	� &�		�6� ��	��	�' �	���	� ��	 ���	���� �. ��	 ��)	��	�!	
������ ��, )����	 �� ��	 ���	���� �. ��	 )	!��� @	�� ���	���� �)	� ��	 ���.�!	 	�!������ ���� )����	' ��	�	
n̂ �� � ���� )	!��� ������ �� ��	 ���.�!	�

����
��  9 .��0�
= ����
��

∮
C

�

A · d
�

l =
∫
S

(
∇×

�

A
)
· d

�

S G���#H

��	�	
�

A �� � )	!��� @	��� $��>	�6 ��	��	� �	���	� ��	 ���	 ���	���� �. � )	!��� ����� � !���	� ���� �� ��	
���.�!	 ���	���� �. ��	 !��� �. ��	 )	!���' ��	�	 ��	 ���.�!	 �� ��	 	�!���	� 
, ��	 !���	� �����

����& ��� #
������� ���������� #%���	

%�� ���� �. ��	 	�	!�������	��! ���
�	�� ���!���	� �� ���� !����	' �� ��>	� �	��	 �� ��	 ��	 ����	����
!��������	 �,��	�� =�	 ��������� ��	�	 ���� �� ��� ��	 !��	' ���	)	�' �� ��	� ���!������ ��������� ���!� ��
	����	� �������, ������� .��� ��	 ������� 3� ���� !��	' �	 ���� ��>	 ��	 �. ��	 ���	��!�� !��������	 �,��	�'
�� ����� �� %����	 �����

������ ����	 �����	��	��� �� 	�� ��������� ��������	� ���	��  �	� ���	 ���	����

3� ��	 ���	��!�� !��������	 �,��	�' ��	 �������� )	!��� �� ��)	� 
,

�
r = rr̂ + θθ̂ + φφ̂ G���*H

�"



��	 ���� )	!���� ��, 
	 �����.���	� .��� ����	���� �� ���	��!�� !��������	� �� .������;

r̂ = x̂ sin θ cosφ+ ŷ sin θ sinφ+ ẑ cos θ G���0H

θ̂ = x̂ cos θ cosφ+ ŷ cos θ sinφ− ẑ sin θ G����H

φ̂ = −x̂ sinφ+ ŷ cosφ G����H

��� .��� ���	��!�� �� ����	����;

x̂ = r̂ sin θ cosφ+ θ̂ cos θ cosφ− φ̂ sinφ G����H

ŷ = r̂ sin θ sinφ+ θ̂ cos θ sinφ+ φ̂ cosφ G����H

ẑ = r̂ cos θ − θ̂ sin θ G���"H

��	 ��� �����!� ��� !���� �����!� �. ��� )	!���� �� ���	��!�� !��������	� ��	 ������� �� ��	 ��� ��� !����

�����!�� �� ����	���� !��������	�� &�)	� ��� )	!����
�

U = Urr̂ + Uθθ̂ + Uφφ̂ ���
�

V = Vr r̂ + Vθ θ̂ + Vφφ̂ ��	
��� �����!� ��

�

U ·
�

V = UrVr + UθVθ + UφVφ G���2H

��� ��	 !���� �����!� ��

�

U ×
�

V =

∣∣∣∣∣∣
r̂ θ̂
Ur
Vr

Uθ
Vθ

φ̂
Uφ
Vφ

∣∣∣∣∣∣ G���-H

E��	)	�' ��	 �����	��' !���' ��� ��)	��	�!	 ��	 7���	 ��C	�	�� �� ���	��!�� !��������	�� ��	 �����	�� ��	�/
����� �� � �!���� @	�� ΦG

�
rH �� ���	��!�� !��������	� ��

∇Φ(
�
r) =

∂Φ(
�
r)

∂r
r̂ +

1
r

∂Φ(
�
r)

∂θ
θ̂ +

1
r sin θ

∂Φ(
�
r)

∂φ
φ̂ G���#H

��	 ��)	��	�!	 �. � )	!��� @	��
�

A(
�
r) = Ar r̂ +Aθ θ̂ +Aφφ̂ �� ���	��!�� !��������	� ��

∇ ·
�

A(
�
r) =

1
r2

∂

∂r

(
r2Ar

)
+

1
r sin θ

∂

∂θ
(Aθ sin θ) +

1
r sin θ

∂Aφ
∂φ

G���*H

%�����,' ��	 !��� �. � )	!��� @	�� �� ���	��!�� !��������	� �� �	�	������� .��� ��

∇×
�

A
(�
r
)

=

∣∣∣∣∣∣
1

r2 sin θ r̂
∂
∂r

1
r sin θ θ̂
∂
∂θ

Ar rAθ

1
r φ̂
∂
∂φ

r sin θAφ

∣∣∣∣∣∣

=
1

r sin θ

{
∂

∂θ
(Aφ sin θ) − ∂Aθ

∂φ

}
r̂ − 1

r sin θ

{
∂

∂r
(Aφr sin θ) − ∂Ar

∂φ

}
θ̂

+
1
r

{
∂

∂r
(rAθ) −

∂Ar
∂θ

}
φ̂ G���0H

�2



��� �����
�

���	 �������! ������� ��	 �
�	�)	� �� ���, ����������� 3� !��!��� ��	��, �	 ����, ��	 �	�����	 �. )�����	�
��� !���	��� �� � !��!��� ��	� �� �� 	
!��	� ���� � ���	/�������! ������� +� ��, ����� �� ��	 !��!���' � �����	
���������� ��)	 �	�!��
	� ��	 !���	�� �� )�����	� ��	 !���	�� ��� )�����	 ��	 �!����' ��� )	!���' 7�������	��
%�� ���� �	����' �	 ��	 ���	/�������! �����
 ������� �� !��!��� ��	��,' �� ���!� ��	 ������ ��������	 �� �
�����	 !����	
 ���
	� ��� �� ��� � .��!���� �. ��������� ���� �� �� !������� �� 	�	!�������	��!�' �� ���!�
��	 ��,��!�� 7�������	� ��	 ���	/�������! ���	�
 @	���� 3� 	�	!�������	��!�' ��	�' �	 �		� � �����
 	��	 
�
���� � ���	�
�

1�, �� �	 ��	 �������8 3� ��	���, ������@	� ��	 ���	
�� �. ���	/�������! .��!������ ������	� ��	 ���	/
�������! ������ V(t) = Vo cos(ωt+φ) ��	�	 Vo ��	 ��������	 �. ��	 !����	 ��)	' ω �� ��	 ������� .�	7�	�!,'
��� φ �� ��	 ����	 �C�	�� ���� ������ �� ����� �� %����	 ����� ��	 ������� .�	7�	�!, ω G�������B�	!H �. ��	
��)	 �� �	���	� �� ��	 .�	7�	�!, � G!,!�	�B�	!' �	!−1' �� E	��9H 
, ω = 2πf � 3� ��������' ��	 �	���� �. ��	
��)	' �' ���!� �� �	@�	� �� ��	 ���	 
	��		� ����!	�� �	�>� �� �������' �� T = 1/f = 2π/ω� �� �	��)	 ��	
������ �	��	�	������� �. ���� ��)	' ���	 ���� ����� 4��	�6� .������ G47������ ��"H �	 ��)	

V(t) = Vo cos (ωt+ φ) = Re
{
Voe

j(ωt+φ)
}

= Re
{
Voe

jφejωt
}

= Re
{
V ejωt

}
G����H

��	�	 V = Voe
jφ� 1	 �	.	� �� V �� ��	 ������� ��������	� �. VG	H� ��	 ������ ��������	 V �� � �������

�����
 ���� ���� ��	 ������ �� 	
��� ��	 �	���������� 
	��		� ��	 �!���� ��)	 ��� ��	 ������ .��� ��

V(t) = Vo cos (ωt+ φ) =⇒ V = Voe
jφ G����H

�� !��)	�� .��� ��	 ������ �	��	�	������� 
�!> �� ��	 �!���� ��)	' �	 �����, �������, ��	 ������ 
, ejωt

��� ��	� ��>	 ��	 �	�� ���� �. ��	 �	����' �� ����� �� 47������ �����

������ ���
	 %��	 �� Vo cos(ωt + φ)

��	 
	��)��� �. ������� !�� 
	 ������� �. �� ��	 .�������� ��,� ��	 ������ � 	���
����	� ��	 ��������	
��� ������� ����	 �C�	� �. ��	 ��)	� 1�	� �����	� �� ��	 !����	
 ����	' � ����� !���	����� �� � )	!���
�. �	���� Vo ��� ����	 φ .��� ��	 ������)	 �	�� �
��� 1�	� � �� ��������	� 
, ejωt' �� !���	� ��	 )	!��� ��

�-



������ ����	 %����� ��������	�	��� �� 	�� ������! ������ 
� 	��� ��������� 	�� ������ ��	�	�� �	 ��
������� ���0����� ω� &�� ��	���  ��� �� ��	������� �� V(t) = Re{V ejωt}�  ���� �� 	�� ���3��	��� �� 	��
��	�	��� ������ ��	� 	�� ���� �!���

������	� �� �� ������� .�	7�	�!, ω� ��	 !����	 .��� �. ��	 ��)	 �� ��	� �	�	����	� 
, ��	 ����	!���� �.
���� �������� )	!��� ���� ��	 �	�� �
��' �� ����� �� %����	 �����

+� ����	� ��	)�����,' ����� ��	 ������ �	��	�	������� ��	���, ������@	� ��	 ������������ �. ���	/�������!
�������� %�� 	
����	' !�����	� ��>��� ��	 ���	/�	��)���)	 �. � �	�	��� !����	 ������;

d

dt
Vo cos(ωt+ φ) = −ωVo sin(ωt+ φ) G����H

3� ������ .���' ���� ������@	� �� � �����	 ��������!�����;

d

dt
V (t) =⇒ jωV G����H

���� !�� 
	 ����� 
, 	
���!���, !���,��� ��� ��	 �	��)���)	 ����� ��	 ������ .����;

d

dt
V (t) =

d

dt
Re
{
V ejωt

}
= Re

{
jωV ejωt

}
= Re

{
jωVoe

jφejωt
}

= Re {jω Vo[cos(ωt+ φ) + j sin (ωt+ φ)]} = −ωVo sin(ωt+ φ) G���"H

4�	!�������	��! ��)	� !�� ��������	 �� ���		 ���	������� ���!	' ��� ��	 ��� ����,� !��������	� �� ��	
���	����� ��!� �� ����� � ���	 �� !��!���� ��	�	.��	' �	 	�!����	� ���	/�������! 7�������	� ����	 ��������	
��� ����	 )���	� �� ��	 
/' ,/' ��� 9/���	!�����' ��� ���� 
	 �	�!��
	� 
, � ���	/�������! )	!���;

�

V(t) = V�� cos(ωt+ φx)x̂+ V�� cos(ωt+ φy)ŷ + V�� cos(ωt+ φz)ẑ

= Re
{[
V��e

jφx x̂+ V��e
jφy ŷ + V��e

jφz ẑ
]
ejωt
}

= Re
{�

V ejωt
}

G���2H

%�� ���� �	����' �� 	�	!�������	��!� �	 ��	 � ���	�
 �����

�

V ' ��	� � ������ ���� ��� 
/' ,/' ��� 9/!�����	����
<	!���	 	�	!�������	��! @	��� ��	 )	!��� @	��� ���� )��, ���������� ���!	' ��	 )	!��� ������� ��	 ���� �
.��!���� �. ���!	�

�#



��������������

�6'��7� �8�9
���)	�� ��	 ���	/�������! .��!���� V(t) = 100 sin(120πt+ π/3) �� ������ .����

.�������9
��	 	���	�� ��, �� !��)	�� .��� ��	 ���	 ������ �� ��	 ������ ������ �� �� @��� !��)	�� ��	 ���	 �� �

!����	;

V(t) = 100 cos(120πt+ π/3 − π/2) = 100 cos(120πt− π/6)

<	!���	 ��	 ��)	 �� ��� �� !����	 .���' �	 �����, ��!> ��� ��	 ��������	 ��� ����	;

V = 100e−jπ/6

��������������

�6'��7� �8*9
1��� ��	 ��	 �������!� �� ��	 ������ V(t) = cos(ωt+ π/3) sin(ωt)8 ��� ���� ������ 
	 �	��	�	��	� 
, �

�����	 ������ �� � .�	7�	�!, ω8

.�������9
��	 �����!� !�� 
	 !��!����	� 
, !������� ��	 !����	 ��� ���	 ���� 	
���	����� .���;

V(t) =
[
ej(ωt+π/3) + e−j(ωt+π/3)

2

](
ejωt − e−jωt

j2

)

=
−j
4

{
ej(2ωt+π/3) − e−j(2ωt+π/3) − ejπ/3 + e−jπ/3

}
�����.������ 
�!> ���� ���	� ��� !����	� ����� 4��	�6� .������;

V(t) =
−j
4

[j2 sin(2ωt+ π/3) − j2 sin(π/3)] =
1
2

sin(2ωt+ π/3) −
√

3
4

��	 ������ !������� �. � (� �	��' ��� � �������! �� 2ω� ��	�	.��	' �� !����� 
	 �	��	�	��	� 
, � ������
�� ω�

��������������

�6'��7� �8)9
%�� ��	 )	!��� ������

�

C = jx̂+ (1 + j)ŷ + 4ẑ' @�� ��	 ���	/�������! ������
�

C(t)�

.�������9
�� !��)	�� �� ��	 ���	 ������' �������, 
, ejωt ��� ��>	 ��	 �	�� ����;

�

C(t) = Re
{�

Cejωt
}

= Re
{
[jx̂+ (1 + j) ŷ + 4ẑ] ejωt

}
:	� �� ���> �� 	�!� !�����	�� �	�����	�,� ��	 
/!�����	�� ��;

Re
{
jejωt

}
= Re {j[cos(ωt) + j sin(ωt)]} = − sin(ωt)

�*



��	 ,/!�����	�� ��;

Re
{
(1 + j) ejωt

}
= Re

{(√
2ejπ/4

)
ejωt
}

= Re
{√

2[cos(ωt+ π/4) + j sin(ωt+ π/4)
]}

=
√

2 cos(ωt+ π/4)

��	 9/!�����	�� ��;

Re
{
4ejωt

}
= Re {4[cos(ωt) + j sin(ωt)]} = 4 cos(ωt)

��	 ���	/�������! ������ �� ��	�;

�

C(t) = − sin(ωt)x̂+
√

2 cos(ωt+ π/4)ŷ + 4 cos(ωt)ẑ

��������������

��� ���� � �
�!�� �" ����#��
����� �����
�

3� 	�	!�������	��!�' ��	 ���	 �)	���	 �. � ��)	 �� �� ��������� 7������, 
	!���	 �� �	�	����	� ��	 ���	�
!����	� 
, ��	 ��)	� 3� ���� �	!����' �	 ��	�	�� � ����	����!�� �	)�	� �. ��	 ���	 �)	���	 �. �!���� ���
)	!��� ��)	��

��'�� ��� $"����� �( � #����� )�"�

��	 ���	 �)	���	 �. ��, �	�����! .��!����' F(t)' �� .���� 
, ���	������� �)	� ��	 �	���� ��� ��)����� 
, ��	
�	����;

〈F(t)〉 =
1
T

∫ T

0

F(t)dt G���-H

���!������� ��	 ���	 �)	���	 �. � �����	 !����	 ��)	 V(t) = Vo cos(ωt)' �	 @�� ���� �� �� 9	��;

〈V(t)〉 =
1
T

∫ T

0

Vo cos (ωt) dt = 0 G���#H

���� �� 
	!���	 ��	 ��)	 �� �,��	���! �
��� ��	 ���	 �
��' ��� ��	�	.��	 ��	 ������)	 ��� �	����)	 ��������
�!��!	� ���� ��	� �)	���	�' �� !�� 
	 �		� �� %����	 ����� +������� ���� VG	H �	��	�	��� ��	 )�����	 �!����
� �����!���� !��!��� !�����	��' �� ��>	� ��,��!�� �	��	 ���� ��	 �)	���	 )�����	 !���� 
	 9	��' ���!	 ��	
�������, �. ��	 )�����	 �� !��������, �	)	������ <��' ���� ��	� ��� �	�� ���� ��	 ���
��� ����
 ��������	�
�� ��	 !�����	�� �� 9	��� ���� �� 
	!���	 ��	 ���	� �� ������������ �� ��	 �7���	 �. ��	 )�����	' ���!� ���
� (� �C�	�' �� ����� �� %����	 ����;

V(t)2 = [Vo cos (ωt)]2 =
V 2
o

2
[cos (2ωt) + 1] G���*H

��	 �	���� �� � ���	 �)	���	 ���� �� ���9	��;

〈
V(t)2

〉
=

1
T

∫ T

0

V(t)2dt =
V 2
o

2T

∫ T

0

[cos(2ωt) + 1]dt =
V 2
o

2
G��"0H

�0



������ ����	 &�� 	���+��������  ��� V(t)2 = [Vo cos(ωt)]2� 4�	��� 	��	 	���� �� � ���5��� ������� ������

��'�� ��� $"����� �( ��� ����� 
������ �( ��� �������

<	!���	 �	 ��	 �	����� ���� )	!��� @	���' �� 
	!��	� ���	 !�����!��	� �� !��!����	 ��	 ���	 �)	���	 ���	�
�. �� 	�	!�������	��! ��)	� +� �	 ���� �		' ��	 ���	� �� � ���	/�������! 	�	!�������	��! ��)	 �� �	���	� ��

��	 ���	 �)	���	 �. ��	 �
��� �
����	 �. ��� )	!��� �������� 3. ��	 ��� )	!��� @	���'
�

A(t) ���
�

B(t)' ��)	 ��	
������ �	��	�	��������

�

A ���
�

B' � )	�, �����	 ��, �� !��!����	 ���� ���	 �)	���	 ������� ��)��� �� �!�����,
�	�.��� ��	 ���	������� �� G�		 +��	���
 +H;〈�

A(t) ×
�

B(t)
〉

=
1
T

∫ T

0

[�
A(t) ×

�

B(t)
]
dt =

1
2
Re
{�
A×

�

B
∗}

G��"�H

���� �� �� 	
��	�	�, ��������� !��!������� +� ��������� 7������, G��	 ���	 �)	���	H ���>	� ��>	 � .������
�	
����	����!�� ��	������' ,	� �. ��	 ����	�� ��	 ��	� �� �� �	��!	� �� � �����	 ��������!���)	 ��	�������

��$ %���
���� ��������

?��� ��	 !����	���� �. ���� !����	�' ,�� ������ 
	 �
�	 ��;

• �	�.��� �������� ��� ��
���!����' ��������!�����' ��� ��)����� �. !����	
 ���
	���

• %��� ��	 �7���	 ���� �. � !����	
 ���
	��

• +�� ��� ��
���!� )	!�����

• ���!����	 ��	 ��� �����!� ��� !���� �����!� �. ��� )	!����' ��� ���	������ ��	�� ��,��!�� �����@!��!	�

• �	�.��� ��	 �����	��' ��)	��	�!	' ��� !��� ��	�������' ��� ���	������ ��	�� ��,��!�� �����@!��!	�

• �	!����9	 ��	 )	!��� �	�!������� �. � ����	 ��� � ���	�	�

• ?�	 ��� ���	������ ��	 )	!��� ��	��	���

• ?��	������ ��, ������� ��	 ��	� �� 	�	!�������	��!��

• �����.��� � ��)	 ���� ��� ������ .���' ��� �	���� .��� ��	 ������ .��� 
�!> ���� ��	 ���	 �������

• ?��	������ ��	 !��!	�� �. � )	!��� �������

• N��!>�, !��!����	 ��	 ���	/�)	���	 �. ��	 !���� �����!� �. ��� ���	 �������! )	!���� ����� ��������

��



��



������� 	

���� ����������� �� ��������� �����

��



������		 "��� � "��� 
"������� ��"��&��	� �������	 �� ��		���' (� 
� &���� �� �����
"��� ���� 
����
�
��

������ �����
�� � "�#���

 ��	�) ����	 
������ 
� ��� "����"��

�	 �������� ���� ��������� �� ��� ��" ��

����
�
�� ��� �
��	�
�"��� 
������) 
� 
� ���� ����� 	
&�	� ���� �
��	�
�"��� 
������ �	�� �����
�� � "�#���


��	�* ��� ��
� ��������
� 	�� �� � 
��
	��
�� �� �����"����	 
"������
�� ��� �����		 ������ ����� 
� 
� ���� �����
����#� ���	� �� �����"
���� �� �	�
���"�#���

 �������

IE��� E� $>������ ��  �������	��� �� ����	

� !����

��



3� ���� !����	�' �	 @��� ����,9	 ��	 ����������� �. ��)	� �� .�		 ���!	� ?���� ���� �� � .���������' �	
��	� 	
�	�� ��� ���!������ �� ���	��������� ��)	 ����������� �� ���	 !�����!��	� �	���� 3� ��������' �
�	!�����, ���� �. ���� !����	� �� �� ����	� ��	 ����	����!�� ����� �	7���	� .�� ������������ )	!��� @	���
���� )��, �������!���, �� 
��� ���!	 ��� ���	�

��� ��� &����
���!����� �����
��

1�)	� ��	 ��� ������ ��� =!	�� ��)	� ���)	� �� ��	 ���.�!	 �. ��	 ���	�� 4����7��>	� !���	 ��)	� ����
���)	� �� ��	 	����6� ���.�!	� 1��� �	 �	�!	�)	 �� ����� �� �!�����! ��)	� ���� ���)	� ������� ��	 ���� =!	��
��)	�' 	����7��>	 ��)	�' ��� ����� ��)	� ��� �	7���	 � �	���� ������� ���!� �� ���)	�� $���� !�� ���)	�
������� ��� 
	!���	 ��� �� ���	 �. ���	!��	�' ���!� !���, ��	 ����� ��)	� 
, �
������� ���� 	�!� ���	�'
��>	 ������	� >��!>��� 	�!� ���	� �)	�� $���� !�� ���)	� ������� ��,����� ���	 �. ���	!��	�M ���	)	�'
��	�	 �� �� ����� �� ���	� ���!	 
	!���	 ��	�	 ��	 �� ���	!��	� ��	�	 �� �������� ��	 ����� ��)	��

4�	!�������	��! ��)	� ��	 ����>	 ����� ��)	� �� ���� ��	, �� ��� �		� � �	���� ������� ���!� �� ���)	��
4�	!�������	��! ��)	� !�� ���)	� ������� ��� ��� ����� ���	����� / 
�� ��	, !�� ���� ���)	� ������� 	���,
���!	� +� 	
�	���	�� ���� 
	����.���, �	��������	� ��	 ��C	�	�!	� 
	��		� 	�	!�������	��! ��)	� ���
����� ��)	� �� ��	 ������� �. � 
	�� �����	 � ��������	�� ���� 1�	� ��� �� �	��)	� .��� ��	 ���' ��	 )����	
�. ��	 ������� 
	�� �	!�	��	�' 	)	� ������ ,�� !�� ����� !�	���, �		 ��	 
	��� ���� �� ���� ��, ���������� !��
�		 	�!� ���	� 
�� �		� �� ��	 ������ �� !������!��	�' !�� .		� �	�� .��� ��	 ���' ���!� ���)	�� �� ��.���	�
��)	��

��	 	�	!�������	��! ��	!���� �� ���������	� �� %����	 ���� ����� ��)	�' �	�	)����� ��)	�' ��!����)	�'
��.���	� ��������� ��� )���
�	 ����� ��	 ��� 	�	!�������	��! ��)	�� ��	, ���, ��C	� .��� 	�!� ���	� ��
��)	�	����� ��	 ��)	�	���� ������� ��	 	�	!�������	��! ��	!���� )��, .��� )	�, ���� ����� ��)	�' ���!�
��)	 ��)	�	����� �	����	� �� �����	�� �� ��������� �. �	�	��' �� )	�, ����� ����� ��,�' ���!� ��)	
�����	�	� �� 	)	� �
����	�
 ��)	�	����� G�����	� ���� �� ����OH�

��	 ��)	�	���� �. �� 	�	!�������	��! ��)	 �� ��)	��	�, ������������ �� ��� �
�������' ���!� �� �	����	�
�� ��!��������� �	� �	!���' �� E	��9 GE9H� %�� �� 	�	!�������	��! ��)	 ���� �� ���)	����� ������� � )�!���'
��	 .�	7�	�!,' � G�� E9H' ��� ��)	�	����' λ G�� �	�	��H' ��	 �	���	� 
,

c = λf G���H

��	�	 ��	 !������� c ≈ 2.998 × 108 �B� �� ��	 ��		� �. �� 	�	!�������	��! ��)	 �� � )�!���� ���� �	���
�� �� ��������� �
�	�)����� ���� ��� ����	
������	
� ����� 
� ������ 	
���� �	 	�� ���� ����� 
���
����� ��
	��

 ��������	�O ������	� ��	 �����!������ �. ���� �	�	 ��� ��	 !��	�

��� ������' ���
!��' ��� ��

����

+ ���	/)��,��� 	�	!�������	��! @	�� !������� �. �� 	�	!���! @	�� !����	� �� � ����	��! @	��� +� �	 ���� ����
���	�' ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	��� ��	 �	��	���!���� �� 	�!� ���	�' ��� 
��� ��	 �	��	���!���� �� ��	
���	!���� �. ��)	 ������������ ��	 @	��� ��	 )	!��� @	��� G@	��� ���� ��������	 ��� ���	!���� �� 	�!� �����
�� ���!	H ����' �� �	�	���' )��, �� ���!	 ��� ���	� +� 	�	!�������	��! ��)	 �� �	�!��
	� 
, @)	 )	!��� @	���;

�� ��	 ����	

� ���� 
�	���
	��
�

E(
�
r, t)' ���� ����� �. )���� �	� �	�	� G B�H'

�� ��	 �����	
� ���� 
�	���
	��
�

H(
�
r, t)' ���� ����� �. ���	�	� �	� �	�	� G+B�H'

�� ��	 ����	

� ��

��	 ����
	�'
�

J (
�
r, t)' ���� ����� �. ���	�	� �	� �7���	 �	�	� G+B��H'

�� ��	 ����	

� "�� ����
	�'
�

D(
�
r, t)' ���� ����� �. !�����
� �	� �7���	 �	�	� G�B��H' ���

"� ��	 �����	
� "�� ����
	�'
�

B(
�
r, t)' ���� ����� �. �	��� G�H' �� �	
	�� �	� �7���	 �	�	� G1
B�2H�

�"



������ 
��	 &�� ����	�������	�� ����	����

4�	!�������	��! @	��� ��	 !�	��	� 
, ���������, �� ��)��� !����	�� ��	 ���������, !����	� ��	 �	�!��
	�

, ��	 ����	

� ���
�� ����
	�� ρv(

�
r, t)' ���� ����� �. !�����
� �	� !�
�! �	�	� G�B�	H� ��	 ����	

� ��

��	

����
	��� �	�!��
	� 
,
�

J (
�
r, t) ���� �	�!��
	 ��)��� !����	�' .�� 	
����	 ���� 	
��� �� �� ���	���� 3� ����

!����	�' �	 ����, ��	 ����	���	� �. 	�	!�������	��! ��)	� ������� !��!	����� ����	�)	� ���� ��� ��	 ��)	�
�	�	 !�	��	��

1	 ���� ���� �		 ���� ��	 )������ @	��� ��� A�
	� ��	 �	���	� 
, ����	���	� �. ��	 ���	����� �� ���!� ��	

@	��� ��	 ������������ ��	 	�	!���! @	�� ���	����,'
�

E(
�
r, t)' ��� ��	 	�	!���! A�
 �	����,'

�

D(
�
r, t)' ��	 �	���	�


, ��	 	�	!���! �	������)��,' ε' ���� ����� �. .����� �	� �	�	� G%B�H� ��	 ����	��! @	�� ���	����,'
�

H(
�
r, t)'

��� ��	 ����	��! A�
 �	����,'
�

B(
�
r, t)' ��	 �	���	� 
, ��	 ����	��! �	��	�
����,' μ' ���� ����� �. �	���	�

�	� �	�	� GEB�H� ��	 	�	!���! !���	�� �	����,
�

J (
�
r, t) �� �	���	� �� ��	 	�	!���! @	�� ���	����,'

�

E(
�
r, t) 
, ��	

!����!��)��, σ�

��	 �����	�	�� ε' μ ��� σ' �	.	��	� �� !���	!��)	�, �� ��	 !���������)	 �����	�	�� ��	 �� �	�	��� .��!�����
�. .�	7�	�!,' ��� ���� ��, 
	 .��!����� �. ���!	' ���	!����' ���	' ��� 	)	� @	�� ���	����,�

��� (�	)���*� &+�������

+ )	!��� @	�� �� !����	�	�, �	@�	�' ������ �� ������)	 !�������' 
, ��	!�.,��� ��	 !��� ��� ��	 ��)	��	�!	
�. ��	 @	��� ��	 	�	!�������	��! )	!��� @	��� ��	 �	�!��
	� 
, !��� ��� ��)	��	�!	 �	����������� ���� ��	
!���	!��)	�, >���� �� 5�
�	��6� 	7�������� 5�
�	��6� !��� �	����������� ��	

∇×
�

E(
�
r, t) = −∂

�

B(
�
r, t)
∂t

G���H

∇×
�

H(
�
r, t) =

∂
�

D(
�
r, t)
∂t

+
�

J (
�
r, t) G���H

�2



���!� ��	 %�����,6� ��� ��� +��	�	6� ���' �	��	!��)	�,� ��	 �	�� ∂
�

D(
�
r, t)/∂t �� ��	 ������!	�	�� !���	��

��	�	��' .�� 	
����	' �� � !���!����� %�� ���� �	����' ��	 	�	!���! A�
 �	����, �� ���� >���� �� ��	 ����	

�

�
���������	� ��	 �	��
�

J (
�
r, t) �� ��	 !����!���� !���	�� G��!� �� ��	 !���	�� �� � ���	H �� ��	 !��)	!����

!���	�� G��!� �� � ���	�� �. 	�	!����� �� �� ��!�����!��	H�
5�
�	��6� ��)	��	�!	 �	����������� ��	

∇ ·
�

D(
�
r, t) = ρv(

�
r, t) G���H

∇ ·
�

B(
�
r, t) = 0 G��"H

��	�	 ��� 	7������� ��	 ���	���	� �	.	��	� �� �� &����6 ����� %�� ��	 ��>	 �. � �����	� ��������' ��	 ���	
��� ���!	 �	�	��	�!	 ��	 �.�	� �	.� �C ��	� ������� ��	 �,�
��� .�� ��	 )������ @	���' !���	���' ��� !����	��

%�� 	
����	' ��	 	�	!���! @	��
�

E(
�
r, t) �� �����	� �����, ��

�

E ' ��	 ����	��! @	��
�

H(
�
r, t) �� �����	� ��

�

H' 	�!�
?���� ��	 )	!��� ��	����, ∇ · (∇×

�

A) = 0 �� .������ ����

∇ ·
(
∇×

�

H
)

= ∇ ·
(
∂
�

D
∂t

+
�

J
)

= 0 G��2H

<, ���	�!������� ��	 ���	� �. ��	 ���	 ��� ���!	 �	��)���)	� ��	������ ��
�

D ��� ����� &����6 ��� ∇·
�

D = ρv'
���� !�� 
	 �	�����	� ��

∂ρv
∂t

+ ∇ ·
�

J = 0 G��-H

���� 	7������ �� ��	 ���	
��
	� ����	
�� ��
 	�� �����
��	
�� �� ���
�� ��� ��

��	 ��� �	��� �� ���� !����	�

���!� )��, �� ���	 ��)	 ���	 �� !���	���' ��� ���� ρv ���
�

J ��	 �	�	��	�� ���� ��	 �����	��
:��	��9 .��!	 ��� �	���	� ��	 	�	!�������	��! @	��� �� �	�����
�	 .��!	�� 3� 7�����@	� ��	 .��!	 �� �

������)	 !����	 ��)��� ������ 	�	!���! ��� ����	��! @	���� :��	��9 .��!	 ��� �� �����	� ��

�

f = q
�

E + q
�
v ×

�

B G��#H

��	�	 q �� ��	 !����	 G!�����
�H'
�
v �� ��	 )	��!��, G�B�H' ���

�

f �� ��	 .��!	 G�	�����H� 3. ��	 !����	 �� ���
���!�	�	' 
�� ����	� ��)	� 
, � !����	 �	����, ρv' ��	� ��	 ��� �� ����@	� �� �	���	 ��	 	�	!�������	��! @	���

�� � ��
�� ����
	��
�

F ' ���� ����� �. �B�	;

�

F = ρv
�

E +
�

J ×
�

B G��*H

��� ,� � �
���!����� �� �
�� �����

1	 ���� @��� .�!�� �� ��	 ����������� �. ��)	� �� .�		 ���!	 G)�!���H' 
	!���	 �� �� !	������, 7���	 �����������
���� 	�	!�������	��! ��)	� !�� ��������	 �� � )�!���� E�� ��	� ��	 ����������� �. �� 	�	!�������	��!
��)	 ������� ��������� �!!��8 +� ����	� ��	)�����,' 	�	!�������	��! ���	���� ����	���	� �	���	 ��	 @	��

7�������	�
�

E '
�

H'
�

D ���
�

B� ��	�	 ���	���� ����	���	� ��	 �	�!��
	� 
, ��	 !���������)	 �����	�	�� ���!�' ��
� )�!���' ��	 �����, �!���� !��������� %�� � ��)	 �� .�		 ���!	' ��	 !���������)	 �	����������� ��	

�

D = εo
�

E G���0H

�

B = μo
�

H G����H

��	�	 εo = 8.8542×10−12 %B� �� ��	 �	������)��, �. .�		 ���!	' ��� μo = 4π×10−7 EB� �� ��	 �	��	�
����,
�. .�		 ���!	� 3� .�		 ���!	 ��	 ��)	� ��������	 ������� ����' ��� ��	 !����!��)��, �� 9	��� ��	 �	���� ����
��	�	 �����	�	�� ��	 �!����� �� 
	!���	 .�		 ���!	 ��;

�� �
��#
���

��	$ ��	 ���	���� ����	���	� �� ��� )��, ���� ���	�

�-



�� %����������$ ��	 ���	���� ����	���	� ��	 !������� ���������� ���!	�

�� &��	
��
�$ ��	 ���	���� ����	���	� ��	 ��	 ���	 �� ��� ���	!������

�� '
���
$ ��	 	�	!���! ��� ����	��! A�
 �	�����	� ��	 ������������ �� ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	���'
�	��	!��)	�,� 3� ���	� �����' ��	 ���	���� ����	���	� ��	 ���	�	��	�� �. ��	 @	�� ��������	��

3� �����	� 2 �	 ���� ����, ��� ���	/)��,��� 	�	!�������	��! @	��� ��	 �	�	���	�� %�� ���' �	 ��	
���	�	��	� �� ��	 ����������� �. 	�	!�������	��! @	��� �.�	� ��	, ��)	 
		� �	�	���	�� 3� ���	� �����' �	
��	 ���	�	��	� �� ��	 ����������� �. @	��� �� � �	���� .�		 �. ����!	�� 3. ��	�	 ��	 �� ����!	� �. 	�	!�������	��!

@	��� ������ ��	 �	���� �. ���	�	��' ��	� ρv(
�
r, t) = 0 ���

�

J (
�
r, t) = 0� 3� ��	 �
�	�!	 �. ����!	�' 5�
�	��6�

	7������� �� .�		 ���!	 �	��!	 ��

∇×
�

E(
�
r, t) = −μo

∂
�

H(
�
r, t)
∂t

G����H

∇×
�

H(
�
r, t) = εo

∂
�

E
(�
r, t
)

∂t
G����H

∇ ·
�

E(
�
r, t) = 0 G����H

∇ ·
�

H(
�
r, t) = 0 G���"H

����!	 ���� ∇ ·
�

D = ∇ · [εo
�

E ] = 0' ��� ���!	 εo �	�!��
	� � �����	�	��� ��� ��������! �	����' 47������ ����
.������� 3� � ������� ����	� 47������ ���" .������ 
	!���	 μo ��	� ��� �	�	�� �� ���!	�

��	 ��� !��� 	7������� G47������ ���� ��� 47������ ����H !�� 
	 ���������	� �� �	�	���	 	7�������

���� !������ ���, ��	 	�	!���! @	��
�

E �� ��	 ����	��! @	��
�

H� %�� 	
����	' ��>��� ��	 !��� �. 
��� ���	� �.
47������ ���� ��� ����� ��	 )	!��� ��	����, ∇× (∇×

�

A) = ∇(∇ ·
�

A) −∇2
�

A �	����� �� ��	 .��������

∇×
(
∇×

�

E
)

= ∇×
(
−μo

∂
�

H
∂t

)
= −∇2

�

E G���2H

�� �	��)	 ���� �	���������� �	 ��)	 ��	� ∇(∇ ·
�

E) = 0 ���!� .������ .��� 47������ ����� P		� �� ����
���� �	���������� �� )���� ���, �� ��������!' �����	�	��� �	���� ��	 ��	����� ∇2 �� �	.	��	� �� �� ��	
	�
��#�
����
���� '�����
�� ���
�	�
� 3� � ����	���� !��������	 �,��	� ���� ��	����� ��

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
G���-H

3� �� ��������� �� ���	 ���� ∇2 �� � �!���� ��	�����' ��� � )	!��� ��	�����O 4)�������� ��	 �����	 �	�� �.
47������ ���2 ,�	���

∇×
(
−μo

∂
�

H
∂t

)
= −μo

∂

∂t

(
∇×

�

H
)

= −μo
∂

∂t

(
εo
∂
�

E
∂t

)
G���#H

��	�	 47������ ���� ��� ��	� �� 	�������	
�

H� 3� ��	� .������ ����;

∇2
�

E − μoεo
∂2

�

E
∂t2

= 0 G���*H

���� 	7������ �� �	.	��	� �� �� ��	 ���� ����	
�� .�� ��	 	�	!���! @	��� ����!	 ���� 47������ ���* !�������
���, ��	 	�	!���! @	�� ��� ��	 �����	�	�� εo ��� μo� ��	 	�	!���! @	�� ��)	 	7������ !�� ���� 
	 �����	� ��

∇2
�

E − 1
c2
∂2

�

E
∂t2

= 0 G���0H

�#



��	�	

c =
1

√
μoεo

≈ 2.998 × 108m/s G����H

�� ��	 ��		� �. ����� �� � )�!����
+� ��������� �	��)����� ��)	� ��	 ���� ����	
�� ��
 	�� �����	
� ����;

∇2
�

H− μoεo
∂2

�

H
∂t2

= 0 G����H

+ ��
��	 ��� 	
��	�	�, ��������� �	���9����� �� ���� ��	 ��� ����	
��� �� 	�� ���� ����	
��� �
�� ��	
���
(������)� ����	
���� 3� ���	� �����' ���� 
	!���	 � !	����� �������� �� ��	 ��)	 	7������ 	
���� ��	� ���
�	�� ���� �� �� � ��,��!���, �	���9�
�	 	�	!�������	��! @	��O ��	 �����	 �	���� �� 
	!���	' ��	� �	��)���

��	 ��)	 	7������� .��� 5�
�	��6� 	7�������' �	 ��)	 ��	� ∇ ·
�

E = 0 ��� ∇ ·
�

H = 0 �� ���	� �� 	�������	
∇ ·

�

E ��� ∇ ·
�

H .��� ��	 @��� .��� �. ��	 	7�������� <	!���	 �. ����' ��	 �	7���	�	�� ���� ��	 ��)	��	�!	
�. ��	 	�	!���! �� ����	��! @	�� �� 9	�� �� �� ����	� ��	�	�� �� ��	 ��)	 	7�������O ��	�	.��	' �� �������� ��

��	�� �	��	!��)	 ��)	 	7�������' �� 	�	!���! @	�� �. � ��)	 ���	 ��	
��� ∇ ·
�

E = 0' ��� � ����	��! @	�� �. �
��)	 ���	 ��	
��� ∇ ·

�

H = 0�
1��� ��	� ��	 ��)	 	7������ �	�� �� �
��� ��	 ����	���	� �. �� 	�	!�������	��! ��)	8 ��>��� ��	 	�	!���!

@	�� �� �� 	
����	' ��	 ���� �	�	��� �������� �� ��	 ��)	 	7������ ��

�

E(
�
r, t) =

�

E1f1(ωt−
�

k ·
�
r) +

�

E2f2(ωt+
�

k ·
�
r) G����H

��	 @��� �������'
�

E1f1(ωt−
�

k ·
�
r)' �� � ��)	 ���� ��������	� ��
��
� �� ���!	 �� ���	 ��!�	��	�' ��	�	�� ��	

�	!��� �������'
�

E2f2(ωt+
�

k ·
�
r)' �� � ��)	 ���� ��������	� ���*��
� �� ���!	 �� ���	 ��!�	��	�� ��	 .��!�����

f1 ��� f2 !�� 
	 ��, .��!����� ���� ��������	 �� ���!	 ��� ���	� ��	 !������� ω �� ��	 ������� .�	7�	�!,

���� �	��	!� �� ���	' ��� ��� ����� �. �������B�	!� ��	 !������� )	!���
�

k = kxx̂+kyŷ+kzẑ �� �	.	��	� �� ��
��	 ���� ���	�
 �� *#���	�
' ��� ��� ���	!���� �	�	����	� ��	 ���	!���� �. ��)	 ������������ ��	 ��������	
�. ��	 ��)	 )	!���' ���!� �� �	��	�	��	� �����, �� *' �� !���	� ��	 ���� �����
 �� �
�����	
�� ����	��	' ���
!�� 
	 )�	�	� �� � QR������� .�	7�	�!,Q6' ���!	 �� ��� ����� �. �������B�� ���	 ���� ��	 .�	7�	�!, �� ���	
��� QR.�	7�	�!, �� ���!	Q ��	 ��� ���	�	��	��� 3� .�		 ���!	' �	 ���� ���� ���� ���� k2

x+k2
y +k2

z = ω2μoεo'
���!� �� !����!��, �����	� ��

�

k ·
�

k = k2 = ω2μoεo =
ω2

c2
G����H

47������ ���� ����!��	� ���� ��	 ��������	 �. ��	 ��)	 )	!��� �� .�		 ���!	 ���� ����,� ��	 �� � ���	�	 �.
������ ω

√
μoεo G�		 �����	� �H� ���� ���.�!	 �� !���	� � �*#���	�
 ��
����� ��� �� �� ��������� !��!	�� ��

��	 !����	� 3� .�		 ���!	'
�

k �� � ��
��� 
��� ���	�
 ��� ��	 kx' ky' ��� kz !�����	��� !�� 
	 	
��	��	� ��
�	��� �. ����	� �� ����� �� %����	 ���� 1	 ���� �		 ���	� ���� ��	 ��)	)	!��� !�� 
	 !����	
 �� !	�����
����������� <	!���	 �. ��	 ��������!	 �. ��	 ��)	 )	!���' �	 �������9	 ��	 !��!	��;

���� #�	��
 .����
$9

��	 )	!���
�

k = kxx̂ + ky ŷ + kz ẑ ������ �� ��	 ���	!���� �. ����������� ��� �� !���	� ��	 ��)	 )	!����
��	 ��������	 �. ��	 ��)	 )	!��� �� !���	� ��	 ��)	 ���
	� �� ����������� !�������' ��� �� �	��	�	��	�

�� k =
√
k2
x + k2

y + k2
z = ω

√
μoεo �� .�		 ���!	� ��	 ����������� !������� �	��	�	��� � �������� .�	7�	�!,�

���!	 �� ��� ����� �. ���B��

=�	 �. ��	 �����	�� 	�	!�������	��! @	�� ��������� �� .�		 ���!	 �� ��	 ���������� ��)	

�

E(z, t) = x̂Eo cos (ωt− kz) G���"H

���!� �� �����	� �� %����	 ���� ���� �������� ��� �� ��������	 �� ��	 
/���	!���� ��� ��������	� �� ��	
9/���	!���� �� ���!	 �� ���	 ��!�	��	�� 3� ��	 @���	' ��	 ���	/ ��� ���!	/�	�	��	�!	 ��)	 
		� �����	� ��

�*



������ 
�
	 6������	��� �� 	��  ��� ���	�� �� 	�� ���	����� ��� ��������� ��������	� ���	���� )7���  ���
�

k �� ���� ��� 	�� ���	�� �� ��������� �� 	���� �� �������*

�	�����	 �
	�� �� �	�	����	 ��	 ���	!���� �. �����������' ����� ���� ��	 ��)	 �� t = 0� ��	�' ���> �� ����
����	�� �� ��	 ��)	 �� ,�� ��!�	��	 ���	 G�����	�� �� ��	 ����� �� ��	 �����H� ��� ,�� �		 ��	 ���	!����
��	 ��)	 �� ��)���8 ���� ��)	 �� � �������� ���� �� ����������� �� ��	 S9/���	!����� ��	 �	���� �� ���	'
�' !�� 
	 �	�	����	� 
, @����� ��	 ���	 ��!�	�	�� ��!� ���� ��	 ��������	 �. ��	 ��)	 �� ���	 t = to ���
���	 t = to + T ��	 	7���� 3� ���	� �����' �	 ���� @�� � ��!� ����

�

E (zo, to) =
�

E(zo, to + T ) G���2H

4)�������� ���� 	
��	����� �� zo = 0 ��� to = 0 �	����� �� 1 = Eo cos(ωT )� (��!������ ��	 ���)��� ��������
T = 0' ��	 �	
� �����
�	 )���	 �. ωT ���� �����@	� ���� 	7������ �� ωT = 2π' ��

T = 2π/ω = 1/f G���-H

��	 �	���� �� ���!	 G�� ��)	�	����H' λ' �� .���� �� � ������� ����	�� 3� ���� !��	' �	 ���� @�� ��	
���!	 ��!�	�	�� ��!� ���� ��	 ��������	 �. ��	 ��)	 �� ��������� zo ��� zo + λ ��	 	7���' ��	� ��	�	

�

E(zo, to) =
�

E(zo + λ, to) G���#H

4)�������� ��	 	
��	����� �� zo = 0 ��� to = 0 �	��� �� 1 = Eo cos(kλ)� +����' �������� ���� kλ �� ���9	��'
��	 �	
� �����
�	 )���	 ���� �����@	� ���� 	7������ �� kλ = 2π' ��

λ = 2π/k G���*H

���� �� �� ��������� �	���������� ���� �	���	� ��	 ��)	�	���� �. �� 	�	!�������	��! ��)	 �� ��	 �����������
!�������' *�

+����	� �����	 �������� �� ��	 ��)	 	7������ ��
�

E(z, t) = x̂Eo cos(ωt + kz)' ���!� �� � �������� ���� ��
����������� �� ��	 �	����)	 9/���	!����� ���� ��)	 �� ���������	� �� ��	 %����	 ����

��	 )	��!��, �. ��	 ��)	 �� �
����	� 
, ����@��� ��	 ��)	' ���!� �	��� ���,��� �� ��	 ����� �� ��	 ��)	
�� �� ��)	�� 5���	����!���, ��	�>���' ���� �	��� ���� �	 ���� �� @�� ��	 )	��!��, �� ���!� ��	 ��������	
�. ��	 ��)	 ��	� ��� !����	' ��	� ��	 )	��!��, ��!� ���� ωt−kz = A �� z = (ωt−A)/k' ��	�	 + �� � !��������
�� @�� ���� )	��!��,' �	 �����, ��>	 ��	 �	��)���)	 �. ��	 ��������' �� ���� �	��	!� �� ���	;

dz

dt
=
ω

k
=

ω

ω
√
μoεo

=
1

√
μoεo

= c ≈ 2.998 × 108 m/s G���0H

�0



������ 
��	 %��	 �� � �������� �������	��� �� 	�� ����	��� 5+�����	��� �� � ����	��� �� ����� ��� 	����

=�	 �. ��	 �������� �. 5�
�	��6� 	7������� ��� ��	 !���	!� ��	��!���� �. ��	 ��		� �. ����� �	�� 
	.��	 ��
��� ��	!��	�, �	����	�O 3� .�!�' �� ���,	� �� ��������� ���	 �� ��>��� �!�	������ �. ��	 ���	 ��>	 ���	 �.
5�
�	��6� ��	��,' ���!	 �� ��� ������� .�� � ����	����!�� ��	��, �� �
��
�	 	
�	���	���� �	�����O

&�)	� ��	 	�	!���! @	�� ��������
�

E(z, t) = x̂Eo cos(ωt−kz)' ��	 ����	��! @	�� �� !��!����	� .��� 5�
�	��6�
	7�������� ?���� %�����,6� ��� �� .�		 ���!	 G47������ ����H' �	 @�� ����

∂
�

H
∂t

= − 1
μo

∇×
�

E = − 1
μo

∣∣∣∣∣∣
x̂
∂
∂x

ŷ
∂
∂y

Eo cos(ωt− kz) 0

ẑ
∂
∂z
0

∣∣∣∣∣∣
= −ŷ kEo

μo
sin (ωt− kz) G����H

�� @��
�

H' �	 �����, ���	����	 ���� �)	� ���	;
�

H = −ŷ kEo
μo

∫
sin (ωt− kz) dt = ŷ

kEo
ωμo

cos(ωt− kz) G����H

&�)	� ���� �	����' ,�� ��, ����	� ���� ����	�	� �� ��	 !������� �. ���	�������8 ��	 �����	 ����	� ��' �	
��	 ���, ���	�	��	� �� ���	/)��,��� @	���' ��� ��	�	.��	 ��	 !������� �� �. �� ���	�	�� �� ��� ?���� ��	 .�!�
���� ��	 .�		 ���!	 ����������� !������� �� k = ω

√
μoεo' ��	 ����	��! @	�� �������� !�� 
	 �����	� ��

�

H(z, t) = ŷ

√
εo
μo
Eo cos(ωt− kz) G����H

%��� ���� ��������' ��	 .�������� �
�	�)������ ��	 ���	;

��



������ 
��	 %��	 �� � �������� �������	��� �� 	�� ����	��� 5+�����	��� �� � ����	��� �� ����� ��� 	����

�� <��� ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	��� ��������	 �� � )	��!��, �. c = 1/
√
μoεo �� .�		 ���!	�

�� ��	 ����	��! ��� 	�	!���! @	��� ��	 ���������� �� ���!	�

�� ��	 ����	 ���� �� .���	� 
, ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	��� G��	 
/, ����	 �� ���� 	
����	H �� �	��	�/
��!���� �� ��	 ���	!���� �. ����������� G��	 9/���	!����H�

�� ��	 ����	��! @	�� �������� ��� ��	 ���	 .��!������ �	�	��	�!	 �� ��	 	�	!���! @	�� G��	� sin(ωt−kz) ��
���� 	
����	H' 
�� ��C	� �� ��������	 
, � .�!��� �.

√
εo/μo� ��	 
���
�� �. ���� .�!��� �� �	.	��	� ��

�� ��	 ���� 
�������� �� �
�� �����' ηo' ��� ��� ����� �. =��� GΩH� 3� .�		 ���!	' ��	 ��)	 ���	���!	
��;

ηo =
√
μo
εo

≈ 377 Ω G����H

��	�	 �
�	�)������ ��	 ���	 .�� � ��	!�@! !��	' �� ��	 �	
� ����!�� 7�	����� ��; ��	 ��	�	 �
�	�)������ ���	
�� �	�	���8 +� �	 ���� �		 �� ��	 .�������� �	!����' ��	, ��	�

��� ����� ,� �� �� �
�� �����

5�
�	��6� 	7������� ��	 ���	��� %�� ���� �	����' 	�	!�������	��! @	��� ���� ��)	 � �	�	��� .��!������ �	/
�	��	�!	 �� ���	 !�� 
	 �	�!��
	� 
, � ���	��������� �. ���	/�������! @	��� ����� %����	� ����,���� ��	�	
�������! ��)	� !�� 
	 �����	� �� ��	�� ����������' ���	/������ .���' 
�� ��!� .��!����� ��	 !��
	����	
�� ���������	� ��	 ����,��� �� ������@	� 
, �	@���� � !����	
 )	!��� ������' ���!� �� �� 	
�	����� �. ��	
������� ��	� �� !��!��� ��	��,� ��	 ������� ��	� �� 	�	!�������	��!� ��	 ���	 �	�	��� ���!	 ��	, !�����	
��	� ���	
�� ��� 	
�� ����������� 3� �������� �� ���	��������� �� ���	' ���	��������� �� ���!	 �� ���� ��	�

��



�� ����,9	 ��	 ����������� !����!�	�����!� �. ��
�����, ��)	 .����� G.�� 	
����	' ��)	� ���� ������	 ���
���	��!���, .��� � ����� ����!	H� ��	 
���! ��������!� ������� !�����	�� �� ��	 ����	 ��)	� ��	 �	����
��, ��	 ��)	 �� !���	� � ����	 ��)	 ���� ���� 
	!��	 !�	���

��'�� ������ 
������

%����' �	� �� �		 ��� ��	 ������� !�����	�� 	��	�� ���� ��	 ������� %�� � �����	 !����	 ��)	;
�

E (z, t) = x̂Exo cos (ωt− kzz) = Re
{
E��e

−jkzzejωt
}
x̂ G���"H

��	�	 E�� �� ��	 ��������	 �. ��	 ��)	� ���	 ��� ��	 ������� ��� ���	 �	�	��	�!	 �	�����	� ���� ���
��������!���)	 �	���� +������� ���� ��	 ���	 �	�	��	�!	 �� >����' �	 ��	 ���, ���	�	��	� �� ��	 ��������	'
������� �	�	��	�!	' ��� ��	 �	������� ����	 ���.��� 1	 ��	�	.��	 �	@�	 ��	 ������ Ex ��

Ex = E��e
−jkzz G���2H

��!� ���� ��	 ��)	 !�� 
	 �����	� ��
�

E(z, t) = Re{Exejωt}x̂�
?� �� ���� �����' �	 ��)	 �����	� ���� ��	 	�	!���! @	�� ��� ��	 ����������� ���	!���� !���!��	 ���� ��	

�
	� �. � !��������	 �,��	�� &	�	����9��� ��	 �	����' � �	�	��� ������ .�� ��)	� ����������� �� �� ��
�����,
���	!���� ��

�

E(
�
r, t) = Re

{
E��e

j(ωt−kxx−kyy−kzz)x̂+ E��e
j(ωt−kxx−kyy−kzz)ŷ + E��e

j(ωt−kxx−kyy−kzz)ẑ
}

= Re
{�

Eejωt
}

G���-H

��	�	 �	 ��� �	@�	 ��	 ���	�
 �����


�

E = E��e
−j

�

k·�r x̂+ E��e
−j

�

k·�r ŷ + E��e
−j

�

k·�r ẑ =
�

Eoe
−j

�

k·�r G���#H

��	�	.��	' .�� ��)	� ����������� �� �� ��
�����, ���	!����' ��	 ������ �� � �������#������ ���	�
 ���!�
�� � .��!���� �. ��������� $��!	 ��	 ���	/�	�	��	�!	 ��� ��	 ���	!���� �. ����������� ��	 >����' �	 ��	
���, ���	�	��	� �� ��	 ��������	' ������� �	�	��	�!	' ��� ��	 �	������� ����	 ���.�� �. 	�!� �. ��	 ������
!�����	��� E��' E��' ��� E���

+� ���� �!���� ������� �� !��!��� ��	��,' ��	 
���! ��	� 
	���� ����� ������� �� 	�	!�������	��!� �� ��
���������	 ��	 !����	
/)���	� )	!��� ������' ��� ��	� �� �	���� �� ��	 ��	�� ������ 
, ��>��� ��	 �	��
���� �.�	� �������,��� 
, ejωt� 3� 	�	!�������	��!�' ���	)	�' �	 ���	�, �� ������� ���� ����	 ���!	�� ���!	
�	 ���� �	��� �� ���	���	� ��	 ������ 7�������	� ���	!��,� <	!���	 �. ��	 ��������!	 �. )	!��� ������� ��
	�	!�������	��!�' �	 �������9	 ��	�� ����	���	�;

#�	��
 ���
�
 .����
$9

��	 ������
�

E �� � !����	
 )	!��� 7������,� 3� ��� ���� �	�	��� .���'
�

E D
�

Eoe
−j

�

k·�r ' ��	�	
�
r =

xx̂ + yŷ + zẑ �� ��	 �������� )	!���' ���
�

k = kxx̂ + ky ŷ + kz ẑ �� ��	 ��)	 )	!���� ��	 )	!��� 7������,
�

Eo = E��x̂+E��ŷ+E��ẑ �� � !������� )	!��� ���� �	��	�	��� ��	 ������� ��������	 �. ��	 ��)	' ��� ��, 
	

!����	
� ��	 ������ !�� ���� 
	 �����	� ��
�

E = Exx̂+Eyŷ+Ez ẑ' ��	�	 Ex = E��e
−j

�

k·�r ' Ey = E��e
−j

�

k·�r '

��� Ez = E��e
−j

�

k·�r � ��	 ���	/������ �	��	�	������� �. ��	 ��)	 �� �	!������!�	� 
, ��	 �����.��������
�

E(
�
r, t) = Re{

�

Eejωt}�

1	 !�� !��)	�� 5�
�	��6� 	7������� �� ������ .��� 
, ��
��������� ��	 ������ @	���
�

E(
�
r, t) = Re{

�

Eejωt}'
�

B(
�
r, t) = Re{

�

Bejωt}'
�

H(
�
r, t) = Re{

�

Hejωt}' ��� �� .����� ��	 �	���� �� ���� �	��)���)	� ���� �	��	!� ��
���	 
	!��	 � �����	 ��������!����� 
, jω� ��	 �	������� 	7������� ��	 �	.	��	� �� �� ��	 	
��#��
���
�
��
� �� (������)� ����	
��� G�		 +��	���
 < .�� ��	 �	��)����� �. ���� �	����������H

∇×
�

E = −jω
�

B G���*H

��



∇×
�

H = jω
�

D +
�

J G���0H

∇ ·
�

D = ρv G����H

∇ ·
�

B = 0 G����H

3� �
�� ����� ������� ��, ����!	� ��	�	��' 5�
�	��6� 	7������� �� ���	/�������! .��� 
	!��	;

∇×
�

E = −jωμo
�

H G����H

∇×
�

H = jωεo
�

E G����H

∇ ·
�

E = 0 G���"H

∇ ·
�

H = 0 G���2H

%�� ���	/�������! @	���' ��	 	�	!���! @	�� ���� ����	
�� ��, ���� 
	 �����	� �� ��	 ���	/�������! .���

∇2
�

E + ω2μoεo
�

E = 0

���!� �� !������, �����	� ��

∇2
�

E + k2
�

E = 0 G���-H

���� �� >���� �� ��	 %������	� ����	
��� ��	 �	�	��� �������� �. E	������9 	7������ �� G�		 +��	���
 <H;

�

E =
�

E+e
−j

�

k·�r +
�

E−ej
�

k·�r G���#H

��	�	 ��	 )	!��� 7�������	�
�

E+ ���
�

E− ��	 ��	 ��������	� �. .������ ��� 
�!>���� ���)	����� ��)	�'
�	��	!��)	�,� 3� ��������' �	!��� ���� ��	 ��)	 )	!��� ���� �����.,

�

k ·
�

k = ω2μoεo G���*H

�� .�		 ���!	' ��	�	 |
�

k| = k = ω
√
μoεo = ω/c = 2π/λ' ��� λ �� ��	 ��)	�	���� �� .�		 ���!	� +� �	�����	�

��	)�����,' ���� �	���������� �	@�	� � ����
� 
� *#����� ���� � ������ ���� �	�	��� �� ��	 .�	7�	�!, ���
��	 	�	!�������	��! ����	���	� �. ��	 �	����� ��
� ����� 	��	 �� ��		�
 ��
�� �

��	
�� 	�� ���� 
�
�
�����	
��� 	�� ���� ���	�
 �� 	�� ����� ���� �
�� ������ ���� 	�� ���� ����
	����

��������������

�6'��7� �8�9
+� 	�	!�������	��! ��)	 ����������� �� .�		 ���!	 ��� �� 	�	!���! @	�� )	!��� ��)	� 
,

�

E = j20e−j0.01x+j0.03z ŷ

%��� ��	 )���	 �. ��	 !������� )	!���
�

Eo' ��	 ��)	 )	!���
�

k' ��� ��	 .�	7�	�!, �. ��	 ��)	 � G�� E9H�

.�������9
�	�	�
	� ���� ��	 �	�	��� ������ .��� �. �� 	�	!�������	��! ��)	 ��

�

E =
�

Eoe
−j

�

k·�r

��



<, ����	!����' �	 �		 ����
�

Eo = j20ŷ� +���' ��	 ��)	 )	!��� ���� 
	
�

k = 0.01x̂− 0.03ẑ G!���, ��� ��	 ���
�����!� �� �		 ���� .�� ,����	�.H� ��	 .�	7�	�!, �. ��	 ��)	 !�� 
	 .���� .��� ��	 ��������	 �. ��	 ��)	
)	!���;

k =
ω

c
=

2πf
c

$��)��� .�� .�	7�	�!,;

f = k
c

2π
=
√

0.012 + 0.032

(
3 × 108

2π

)
= 1.51 MHz

��������������

�6'��7� �8�9

%��� ��	 ���	/������ .��� �. ��	 	�	!���! @	��'
�

E ' .��� ��	 ��	)���� 	
����	� +���' @�� ��	 ������ .���
�. ��	 !���	�������� ����	��! @	��'

�

H �

.�������9

��	 ���	/������ �	��	�	������� �. ��	 	�	!���! @	�� �� �	!������!�	� 
, ��	 �����.��������

�

E = Re
{�

Eejωt
}

= Re
{(
j20e−j0.01x+j0.03z ŷ

)
ejωt
}

= Re
{
j20ej(ωt−0.01x+0.03z)ŷ

}

= Re {j20 [cos(ωt− 0.01x+ 0.03z) + j sin(ωt− 0.01x+ 0.03z)] ŷ}

= Re {j20 cos(ωt− 0.01x+ 0.03z)− 20 sin(ωt− 0.01x+ 0.03z)] ŷ}

= −20 sin(ωt− 0.01x+ 0.03z)] ŷ

��	 ������ .��� �. ��	 ����	��! @	�� �� .���� ����� ��	 ������ .��� �. %�����,6� ��� �� .�		 ���!	;

�

H =
j

ωμo
∇×

�

E =
j

ωμo

∣∣∣∣∣∣
x̂
∂
∂x

ŷ
∂
∂y

0 j20e−j0.01x+j0.03z

ẑ
∂
∂z
0

∣∣∣∣∣∣

=
j

ωμo
[−x̂(j0.03)j20e−j0.01x+j0.03z + ẑ(−j0.01)j20e−j0.01x+j0.03z]

=
j

ωμo
(0.6x̂+ 0.2ẑ) e−j0.01x+j0.03z

�	!��� ���� ��	 �	��	�
����, �. .�		 ���!	 �� μo = 4π× 10−7 EB�� +���' .��� ��	 ��	)���� 	
����	 �	 ��)	
ω = 2π × 1.51 × 106 = 9.49 × 106 ���B�� $�
��������� ��	�	 )���	� �	 @��

�

H = j (7.15x̂+ 2.38ẑ) e−j0.01x+j0.03z

��������������

�"



��'�� )�% �� � 
���� )�"� ������ � �
����� )�"�*

��	 ��,�	� �. � ��)	 �� �	�!��
	� 
, ��	 �	��	���! ����	 �. ��	 ��!������ �� ���!	 �� ���!� ��	 ����	 ��
!������� �� ��, ���	� %�� 	
����	' ����> �. �������� � ����	 ���� ���	�� + ��)	 ��������	� �� !��!	����!
!��!�	� ���, .��� ��	 ������
��!	� ��	 ������� �� �	�>� ���� ��������	 �������, ������� �	��	�	�� ��	
���!	� �� ���!� ��	 ����	 �� !�������� <	!���	 ��	 ��)	 ���, ��������	� �� ��� ���	������ G�� ��	 ���	�6�
���.�!	H' ��	 ��)	 	
��
��� �!��!�	� �. !������� ����	'� �� ����� �� %����	 ��"G�H� ��	�	.��	' �	 !���� !���
���� ��)	 � �!��!���� ��)	��

4�	!�������	��! ��)	� ��������	 �� ���		/���	������� ���!	' ��� ��	 ���!	� �� ���!� ��	 ����	 �� �
!������� �� ��, ���	 .��� � ���		/���	������� ���.�!	� %�� ���� �	����' �	 �	�!��
	 ��)	� ����������� ��
���!	 �� �����	� ��)	�' ����	��!��� ��)	�' �!,������!��� ��)	�' 	�!� %�� 	
����	' �. �� 	�	!�������	��! ��)	
�	�	 ����������� ������� �� ��� ���	!����� .��� � ����� ����!	' ��	 ���.�!	� �. !������� ����	 ����� 
	
���		/���	������� ���	�	�' ��� ���� ��)	 ����� 
	 !���	� � ����	��!�� ��)	��

%�� � ��)	 �. ��	 .���
�

E =
�

Eoe
−j

�

k·�r ����������� �� .�		 ���!	' ��	 ��)	 )	!���
�

k ��� � @
	� ��������	
k = ω

√
μoεo' ���!� �� �	�	����	� ���, 
, ��	 ���	���� �� ���!� ��	 ��)	 �� ������������ ��	 ��������

)	!���
�
r = xx̂ + yŷ + zẑ )���	� ���������� ���!	� ��	 ���.�!	 �. !������� ����	' ��	�' �� �	@�	� �� ��,

���.�!	 �� ���!� ��	 ����	 �. ��	 ��)	 �� � !�������' ��	� ��	�	
�

k ·
�
r �� � !�������� �	!��� ���� ��	 )	!���

�	����������
�

k ·
�
r = d �	�!��
	� � ����	 G�		 �����	� �H� ��	�	.��	' ��	 ��,��!�� ���	���	������ �.

�

Eoe
−j

�

k·�r

�� ���� �� �	�!��
	� � ����� ����' �� ����� �� %����	 ��"G
H�

������ 
�
	 )�* 2��� � �	��� �� ������� ��  �	���  ���� �������	� �������� ��	 ��� �� 	��  �	��8�
�������� &���  ��� ����� �� ������ � 9��������  ���: ����� 	�� ����� ��� 	������ ���� ������� �� ����	��	

������ )�* ;�� �� ����	�������	��  ��� �� 	�� ����
�

E =
�

Eoe
−j

�

k·�r �������	��� �� 	����+����������� ������
	�� ����� ��� 	������ ���� ������ �� ����	��	 ������ ��� 	�������� 	���  ��� �� ������ � 9�����  ����<

��'�� 
��
������ �( 
���� )�"�� �� +��� #
���

%��� ��	 .�		 ���!	 5�
�	��6� 	7������� �� ���	/�������! .���' �	 !�� 	���
���� ��	 �	����������� 
	��		�

��	 	�	!�������	��! @	��� ��� ��	 ��)	 )	!���'
�

k� ��	 ������� �	���������� 
	��		� ��	 	�	!���! @	�� )	!���'
�

E' ���
�

k !�� 
	 �	�	����	� 
, @��� ������ ���� ∇ ·
�

E = −j
�

k ·
�

E� ��	�' 5�
�	��6� ��)	��	�!	 	7������ .��

��	 	�	!���! @	�� 
	!��	� −j
�

k ·
�

E = 0 �� ���	 �����,'

�

k ·
�

E = 0 G��"0H

G�	.	� �� +��	���
 <H� �	!��� ���� ��� )	!���� ��	 ���������� �. ��	�� ��� �����!� �� 9	��� ���� �	��� ��	

	�	!���! @	�� )	!���'
�

E' �� ��
����
����
 �� ��	 ���	!���� �. �����������'
�

k� 3� � ������� ����	�' 5�
�	��6�

�2



��)	��	�!	 	7������ .�� ��	 ����	��! @	��' ∇ ·
�

H = 0' !�� 
	 ���������	� �� ,�	��
�

k ·
�

H = 0 G��"�H

���� �	��� ��	 ����	��! @	�� )	!���'
�

H' �� ���� ��
����
����
 �� ��	 ���	!���� �. �����������'
�

kO
%�����,' ���� �� ��	 �	���������� 
	��		� ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	���8 ���� �	���������� �� .����

.��� 47������ ���� ���!�' �.�	� ���	 ������������' !�� 
	 �����	� ��
�

H =
1
ηo
k̂ ×

�

E G��"�H

��	�	 ηo =
√
μo/εo �� ��	 .�		 ���!	 ��)	 ���	���!	' ��� k̂ �� � ���� )	!��� �� ��	 ���	!���� �. �����������

G� )	!��� �� ��	 ���	!���� �.
�

k 
�� ���� ����, ��������	H� �	!��� ���� ��	 !���� �����!� �. ��� )	!���� �	�����

�� � )	!��� ���� �� ���������� �� ��	� ���	�
�� 1	 ��)	 ���	��, ����� ����
�

E �� ���������� ��
�

k' �� ��	�	.��	

��	 ����	��! @	�� �� �	��	���!���� �� ��	 	�	!���! @	�� ��� ��	 ���	!���� �. ������������ ���� �	��� ����
�

k'
�

E ���
�

H .��� � 

��	 ������ ���
�
��	� ���	��� ���!� ��>	� �� )	�, 	��, �� �	�	����	 ��	 ���	!����� �.
�

k'
�

E' ��
�

H ��!	 ��	 ���	� ��� ��	 >����O +��� .��� 47������ ��"� �	 !�� �		 ����' �� .�		 ���!	' ��	 	�	!���!

��� ����	��! @	��� ��!�����	 
�#����� ���!	 ηo �� � �	�� 7������,� ��	 �	����������� 
	��		�
�

k'
�

E ���
�

H ��	
���������	� �� %����	 ��2�

������ 
��	 )�* �� 	�� ������ ������� 	��
�

k�
�

E ���
�

H ���	��� ���� � ����	+������ ��������	� ���	�� ���
 ��� �������	��� �� ���� ������ )�* &�� ������������� ����	��� ��� �����	�� '���� �� 	�� 	��� �������
4�	��� 	��	 	�� '���� �������	� ��+�����  ��� �������	��� 	������ ���� ������

+ ���	 ���	!� ��, �� !��	 �� ��	 ��	!	���� !��!������ �� �� ����� ���� ��	 ���	/�������! 5�
�	��6�
	7������� ��� �	����	 ��	� 	
���!���, .�� ����	 ��)	�� ���� ��� ���	��, 
		� ���	 .�� 5�
�	��6� ��)	��	�!	

	7�������' ���!� �	�	 .���� �� ������., ��
�

k ·
�

E = 0 ���
�

k ·
�

H = 0 .�� ����	 ��)	�� +����������,' �� !��

	 ����� ���� ��	 !��� ��	������� ������., �� ∇ ×

�

E D −j
�

k ×
�

E ��� ∇ ×
�

H D −j
�

k ×
�

H .�� ��	 	�	!���!

��� ����	��! @	���' �	��	!��)	�,� G�� ���� ����' ����	 ��� ��	 )	!���
�

E D (E��x̂ + E��ŷ + E��ẑ)e−j
�

k·�r '
���

�

k ·
�
r = kxx+ kyy + kzz� ��	�' 	
���!���, !���, ��� ��	 !���� �����!� ��	�������H 3� ��	� .������ ����

5�
�	��6� 	7������� .�� � ����� ���� �
�����	
�� 
� �
�� ����� ��	;
�

k ×
�

E = ωμo
�

H G��"�H

�

k ×
�

H = −ωεo
�

E G��"�H

�

k ·
�

E = 0 G��""H
�

k ·
�

H = 0 G��"2H

��	 ������������, 
	��		� ��	 ��)	 )	!��� ��� 	�!� �. ��	 )	!��� @	��� �� !�	���, 	)��	�� �� ��	�	 	7��������

�-



��$ ,� � �
���!����� �� -���
�� (����

%�		 ���!	 G��	� )�!���H �� ��	 �����	�� 	�	!�������	��! �	����' ��� ��� �	������)��, ��� �	��	�
����, !��

	 	
��	��	� 
, ��	 �����	 �!���� !�������� εo ��� μo� 3� �	�	���' ���	)	�' ��	 	�	!�������	��! ����	���	�
�. � ���	���� ��, �	�	�� ���� ���	' ��������' ��	 ���	!���� ���� ��	 )	!��� @	��� ��	 ���	��	�' ��� ��	
���	����, �. ��	 @	����

��,�� ��������������� �( ������� -����

��	 ����	���	� �. � �	���� ��, �	�	�� ���� ���, .�!����� %��� !������, !�����	�	� .�!���� ��	 ���/
����9	� �	
�;

����4��
���	�

3. ��	 ����	���	� �	�	�� ���� ���	' ��	 ���	���� �� !���	� 	
��#��

��	� +� 	
����	 �. ���� �� ��	 ��� �
�)	 �
���� �� ��	 ���� �� �	��	� 
, ��	 ���� 1�	� ���)	����� �� � �������� ���� �� � ����, ��,' ���������, �
�	!��
�� ��	 ������!	 ���	�� �� ��)	�� ���� �� !���	� 
, ��	 	�	!�������	��! ����	���	� �. ��	 ��� �
�)	 ��	 ����
!������� ���� ���	 ��	 �� ��	 �	�� .��� ��	 ����� 3� ���� !����	' �	 ���� !��!	�� ����	�)	� ���� ���	�����
���� ��)	 	
��#
���

��	 ���	���� ����	���	�' ��	� ���	����� ����	 ����	���	� �� ��� !����	 �)	� ���	�

>���������$

3. ��	 ���	���� ����	���	� ��	 �	�	��	�� ���� ��	 �������� ������ ��	 ���	����' ��	 ���	���� �� �	�!��
	� ��

������������� 5��	����� ���� ��	 �������	�	��� ��!���	 ����� �� ������! ���� �� ����	� �� 
	 ���>	� ��
��	 ��� ��� �����	� �� ��	 
�����' ��!� �� �� !�� �������	��� �� �������� �	��	�� 3� 
��� !��	�' � ��
����!	
�� ���	� �� ��	 ����� �� ������! �� !����	 ��	 ���	���� ����	���	� �� � !	����� �	����� =� ��	 ���	� ����' �.
��	 ���	���� ����	���	� ��	 ���!	/��)������' ��	� ��	, �� ��� �	�	�� �� ��������' ��	 ���	���� �� �	�!��
	� ��
������������

:
��
��$

3. ��	 ���	���� ����	���	� ��	 ��C	�	�� �	�	����� ���� ��	 ���	������� �. ��	 @	��� ����������� �������
��	 ���	����' �� �� �� ��
��	
��
� ���	����� +� 	
����	 �. ���� �,�	 �. ���	���� �� ��	 �	�� .��� � ���� �.
������9	� ��������	�� :��>��� ������� ��	 �	��' ��	 �	A	!���� .��� � ��>	 ��, 
	 !�	���, 	)��	��M ���	)	�'

, �	�	�, �������� ��	 �	��' ��	 �	A	!�	� ����� ������	���� +����	� 	
����	 �� ��	 ��7��� �� � ��7��� !�,����
������, G:�(H� %�� ����� �� 
	 ���������	� ������� ��	 ��7��� ��,	�' ��	 	�	!���! @	�� ���� 
	 �����	� ����
��	 ���	!��	� �� ��	 ��7��� !�,����� 1�	� � )�����	 �� �����	�' ��	 ���	!��	� �����	 ��� �� ����	� ��������
��	 	�	!���! @	��� G���	 ���� � ���	���� ���� �� ��
��	
��
� ��, ����� 
	 �����������' �. �� 	
��
��� ��	 ���	
���������, ���������� ��	 ���	�����H 3. ��	 ���	������� �. ��	 ���	���� ���� �	��	!� �� ��	 @	��� ��	� ���
����	�' ��	� ��	 ���	���� �� 
��	
��
��

7����
��$

%�����,' �. ��	 ���	���� ����	���	� ��	 .��!����� �. ��	 @	�� ���	����,' ��	 ���	���� �� �	�!��
	� �� ����
���
�
3� ���� !��	' ��	 @	��� ��� �	���	� A�
	� �� ��� ��)	 �����	 ���	�� �	������������ 3� ���� !����	' �	 ����
�	����!� ��� ����, �� ���	����� ���� ��	 �
���
' ���!� 	�!������	� ���� ���	������

%�� � ���	���� ���� �� �
���
' 	
��#
���

��	' �����������' ��� 
��	
��
�' ��	 	�	!���! @	�� ��� A�
 ��	
�	���	� 
,

�

D(
�
r, t) = ε

�

E(
�
r, t) G��"-H

3� ���� !��	' ��	 �	������)��, �� � �����	 �!����� 3� .�		 ���!	' ε = εo' �� �	 ��)	 ���	��, �		�� %�� ���	�
���	�����' �	 �	@�	 ε = εoεr' ��	�	 εr �� !���	� ��	 
���	
�� ��
�
		
�
	�' ���!� �� ��	 �	������)��, �. ��	

�#



���	���� �� !�����	� �� ��	 �	������)��, �. .�		 ���!	� 3� �	�	���' ��	 �	������)��, �. ��, ���	���� �� ����	�
���� ���� �. .�		 ���!	' �� ε > εo ��� εr > 1� 3� ��������' �� �������	��! �	��� �	 �	@�	 ��	 
���� ��

��
��	
�� �. � ���	���� �� n =

√
εr� ��	 ���	
 �. �	.��!���� �� ���� !������, ��	� ��	� ���>��� �� ��	

����!�� ������� �. ��	 ��	!����� +���' �� �	�	��� n > 1�
��� �����	 � �	�	��� ���	���� ���� �� ����� �
���
' 
�� �� 	
��#��

��	' 
������������' ��� ��
��	
��
��

3� ���� !��	 ��	 �	������)��, �� �� ����	� � �����	 �!���� 7������,� 3���	��' ��	 	�	!���! @	�� ��� A�
 ��	
�	���	� 
,

�

D(
�
r, t) = ε̃(

�
r, t)

�

E(
�
r, t) G��"#H

��	�	 ε̃(
�
r, t) �� ��	 �	������)��, 	����
� + �	���� �� �����
 ���� �	�!��
	� � ��,��!�� 7������,� 3� � ����	����

!��������	 �,��	�' ���� !���������)	 �	���������� 
	!��	�⎛
⎝ Dx

Dy
Dz

⎞
⎠ =

⎛
⎝ ε��(

�
r, t) ε��(

�
r, t) ε��(

�
r, t)

ε��(
�
r, t) ε��(

�
r, t) ε��(

�
r, t)

ε��(
�
r, t) ε��(

�
r, t) ε��(

�
r, t)

⎞
⎠
⎛
⎝ Ex

Ey
Ez

⎞
⎠ G��"*H

����!	 ���� ��	 ���	/)������ 
	��)��� �� ��!���	� �� ��	 )����
�	 	' ��� ��	 �������	�	��� 
	��)��� 
, ��	
�������� )	!���

�
r � ��	 ���������, !���	� ��	 �	������)��, �� 
	 	
��	��	� �� � �����
' ��� �� ���� ��,

!�����	� ��	 ���	������� �	�	��	�!	 �. ��	 ���	����� +� 
	.��	' �	 !�� �	@�	 ε̃(
�
r, t) = εoε̃r(

�
r, t)' ��	�	

ε̃r(
�
r, t) �� ��� !���	� ��	 
���	
�� ��
�
		
�
	� 	����
�
%�� � ���	���� ���� �� �
���
 ��� 	
��#
���

��	' ��	 �	���������� 
	!��	�⎛

⎝ Dx
Dy
Dz

⎞
⎠ =

⎛
⎝ ε��(

�
r) ε��(

�
r) ε��(

�
r)

ε��(
�
r) ε��(

�
r) ε��(

�
r)

ε��(
�
r) ε��(

�
r) ε��(

�
r)

⎞
⎠
⎛
⎝ Ex

Ey
Ez

⎞
⎠ G��20H

��� �. ��	 ���	���� �� ���� �����������' ��	 �	���������� .����	� �	��!	� ��⎛
⎝ Dx

Dy
Dz

⎞
⎠ =

⎛
⎝ ε�� ε�� ε��

ε�� ε�� ε��
ε�� ε�� ε��

⎞
⎠
⎛
⎝ Ex

Ey
Ez

⎞
⎠ G��2�H

+�� @����,' �. ��	 ���	���� �� ���� 
��	
��
�' ��	 �	���������� �	��!	� �� ��	 .������� .��� ��	�	 ε �� �����,
� �!���� 7������,; ⎛

⎝ Dx
Dy
Dz

⎞
⎠ = ε

⎛
⎝ Ex

Ey
Ez

⎞
⎠ = ε

�

E = εrεo
�

E G��2�H

��,�� 
�����.�/�� ��� -������.�/�� -����

1��� !���	� ��	 �	������)��, �. � ���	���� �� 
	 ��C	�	�� ���� ���� �. .�		 ���!	' ��� ��, �� �	�	��� ��
ε > εo8 4�	!�������	��! ��������� �� !�	��	� 
, ��!�������� !����	�� 3� � ���	����' ��	 	�	!����� ��!��������
������ � ��!�	� !�� 
	 )�	�	� �� ��!��������� 1�	� � ��)	 ��������	� �� � �	����' ��	 	�	!�������	��! @	���
���	��!� ���� ��	 ��!��������' ��� ��	 	�	!�������	��! @	��� �����!	� 
, ��	 ��!�������� �� ���� !����	 ��	
	�	!�������	��! @	��� �. ��	 ��)	� 3� 	��	�!	' ��	 	�	!�������	��! @	�� ����>	�� ��	 !���	!���� �. ��!��������'
��� ���� ���	��!���� !���	� ��	 ��)	 �� ���� ����� + ���	� .�� ���� 	C	!� �� ���� �. � ����

����� ���
��'
���!� �� � �	���� ����	 �����! !����	 ������
������ ��	 ���	�	� 
, ��	 ��	�	�!	 �. �� 	�	!���! @	��� 1	 �	
�
	
����	 ��� ���� ���	��!���� !�� 
	 �	�!��
	� ����	����!���,� $��!	 5�
�	��6� 	7������� ��	 �����!�
�	 ��
� ��!���!���! �!��	' ��	 ���	���� ����	���	� ���� 
	 �	�!��
	� �� ���� �	)	�� �� �� ����' ���	)	�' �	 ����
@��� 	
����	 ��	 ���	���� �� � ��!���!���! �!��	�

+� � ��!���!���! �	)	�' � ������9�
�	 �	���� �� !�����	� �. ����� �� ���	!��	� ����	 ���	���� !����	
������
������ ��	 �	������	� 
, ��	 �����!����� �. �� 	�	!���! @	��� 1���	 � !����	�	 ���	� .�� ��	�	 �����
��� ���	!��	� �� 
	,��� ��	 �!��	 �. ���� !����	' � �����	 ���	� !������� �. )�	���� ��	� �� ����)�����
����� �. ��!�������� !����	�� ��	�	 ��!�������� !���� 
	 � ������ ��� 	�	!����' � �����	 �� � ������! ���	!��	'

�*



�� �� ���/����� + �����	 ��!������� !�� 
	 ������� �. �� ��� �������	 !����	�' +q ��� −q' �	�����	� 
, �
������!	

�
x' ���!� �� � ���	/�������! 7������,� ��	 �����	 ���	�� .�� ���� ���� �� ��	�

�
p = q

�
x� �� �
����

� ��!���!���! 7������,' �	 �)	���	 �)	� � ����	 ���
	� �. ��!�������� ��� �	@�	 � ��!���!���! ������9�����
�

P = Nq
�
x' ��	�	 , �� ��	 �	����, �. �����	� �� ��	 ���	����� ��	 7������, , ��� ����� �. �B�	' � ��� �����

�. !�����
�' ���
�
x �� �	�	��' ��� ��	�	.��	

�

P ��� ��	 ���	 ����� ��
�

D' ���!� �� �B��� 1	 ��	� ���
�

P ��
�
���� ��	 ����� 	�	!���! A�
 �	����,;

�

D = εo
�

E +
�

P G��2�H

%�� � �����	 ������9�
�	 �	���' ��	 ��!���!���! ������9����� �� �	���	� �� 	�	!���! @	�� ���	����,� :	� ��
�	�!��
	 ��	 �����	 ���	��!���� 
, � �	!����!�� ��!������� !��������� �. � �����)	 ������ �� ���!� ��	 	�	!����

�� 
���� 
, � ������� 1	 ��	� 	7���	 ��	 	�	!��������! .��!	 
	��		� ��	 ����' q
�

E ' �� ��	 �	!����!�� �	�������
.��!	 �. ��	 ������' k

�
x' ��	�	 * �� ��	 ������ !�������� ��	 )���	 �. ��	 ������ !������� �� �	���	� �� ��	

�	������ .�	7�	�!, �. ��	 �	!����!�� ��!��������' ωo' 
, k = meω
2
o ' ��	�	 me �� ��	 	�	!���� ����� 1	 ��	�

���)	 .��
�
x =

�

Eq/k D
�

Eq/meω
2
o � $�
��������� ���� 
�!> ���� ��	 ��!���!���! ������9�����

�

P = Nq
�
x' �	 @��

�

P =
(
Nq2

meω2
o

)
�

E = εoχe
�

E G��2�H

��	�	 χe �� ��	 ����	

� ������	
�
�
	�� %��� ���� �	����' �	 �
�	�)	 ���� ��	 ��!���!���! ������9����� ��

���	���, �	���	� �� ��	 	�	!���! @	��� $�
��������� ���� �	���� .��
�

P 
�!> ���� 47������ ��2�� �	 �
����

�

D = εo
�

E +
�

P = εo(1 + χe)
�

E = εoεr
�

E = ε
�

E G��2"H

��	�	 ε �� ��	 �
����	

� ����	��	 �� ����	

� ��
�
		
�
	� ��� εr �� ��	 
���	
�� �
����	

� ����	��	 �� 
���	
��
����	

� ��
�
		
�
	�' �� �	@�	� ��	)�����,� ��	 �	����)	 ��	�	!���! !������� �� �,��!���, 
	��		� � ��� �00�
3� �	�	���' ε �	�	��� �� ��	 .�	7�	�!,' 
�� ���	 �
��� ���� ���	��

+ �����	
����� �	���� �� �	�!��
	� 
,

�

B = μo(
�

H +
�

M) G��22H

��	�	
�

M �� ��	 ��!���!���! ����	��9�����' ���!� �	�	��� �� ��	 ����	��! @	�� ���	����,� 3� ���, �	���
���� �	���������� �� ������	��' .�� 	
����	 �� � ����	�� 3. ��	 �	���������� �� ���	��' �� !�� 
	 	
��	��	� ��
�

B = μ
�

H� 3� ���� !����	' �	 ���� .�!�� ��� ���	����� �� ��������	
� �	��� ��	�	
�

B = μo
�

H�
��	 ����,��� �. ����	 ��)	� �� .�		 ���!	 �� �	
� 	
�	��	� �� �	��� ���	� ���� .�		 ���!	 ���� ��	 	
��#


���

��	' �
���
' �����������' ��� 
��	
��
�� %����' �	 ���� !�����	� �����	�� ��� ����, �	���� ��	� �	
���� !�����	� ����������� �� � ���	���� ��	�	 ��	 	�	!�������	��! ����	���	� �	�	�� �� ��	 .�	7�	�!, G��
��)	�	����H �. ��	������� $�!� � ���	���� �� !���	� � ����	���)	 ���	�����

��,�� 
���� )�"�� �� 0������� -����

%�� ��)	 ����������� �� � �����	�� �	���� ���	� ���� .�		 ���!	' ��	 �	�	����9����� �. ��	 �	������)��, ��
ε = εoεr ��>	� �� �����	 �� 	
�	�� ��	 !��!	��� �	���	� .�� .�		 ���!	 ��)	 ����������� �� ���	� �	���� 3�
� �����	�� �������	��! �	����' ��	 ��)	 )	!��� 
	!��	�

k = ω
√
μoε = ω

√
μoεoεr =

√
εr (ω

√
μoεo) = nko G��2-H

��	�	 �	 ��� �	@�	
ko = ω

√
μoεo G��2#H

�� ��	 �
�����	
�� ����	��	 
� �
�� �����' ���

n =
k

ko
=

√
εr G��2*H

�0



�� ��	 
���� �� 
��
��	
�� �. ��	 ���	����' �� �	�!��
	� 	����	�� ���� �� �� ��������� !��!������' �� �� ������
�� �� 	����, @�� ��	 ��������	 �. ��	 ��)	 )	!��� �� ��, �����	�� ���	���� ��)	� ��	 .�	7�	�!, �� ��)	�	����
�. ��	 ��)	� 3� ��������' ��	 ��)	 ���	���!	 �� � �	���� �	!�	��	� 
, � .�!��� �. �B�;

η =
√

μo
εoεr

=
1
n

√
μo
εo

=
ηo
n

G��-0H

��	�	 ηo �� ��	 ���� 
�������� �� �
�� ������ +������� ��	 ���	���� �� ��������!' ��	 ������� �	�����������

	��		� ��	 @	�� !�����	��� �	���� ��!����	� G��	, �	���� ����������H ��� 47������� ��"�/��"2 �����

����,' ����
�

k = nkok̂' ��	�	 k̂ �� � ���� )	!��� �� ��	 ���	!���� �. ������������ ��	 )	��!��, �� ���!� ��	
����	 ��)	 ��������	�' �' �� ��� ����	� 
, � .�!��� �. �B�;

v =
ω

k
=

ω

nko
=
c

n
G��-�H

���!� ��>	� ��,��!�� �	��	' ���!	 ��	 )	��!��, �. � ��)	 �� � �	��	 �	���� ���� 
	 ����	� G����> �. ��,���
�� ���� ������� ������	� �� �����	� �� ���	�OH� 3� .�		 ���!	' � ����	 ��)	 ��������	� ���
����!�	�'

�� �� �����	� �	���� ��	 ��)	 �� ����	� 
, ��	 ���	��!���� ���� �����' ���	!��	� ��� ����� %�����,' ��	
��)	�	���� �. � ��)	 �� � ��)	� .�	7�	�!, �� �	�� ���� ��	 ��)	�	���� �� .�		 ���!	 
, � .�!��� �. �B�;

λ =
2π
k

=
2π
nko

=
λo
n

G��-�H

3� ������,' 
, �������!��� � �	����)	 �	������)��,' εr' �	 !�� 	����, ���	������ ��	 ����������� �. �
����	 ��)	 �� � �����	�� �	���� �����, .��� �� 	
�	����� �. ��� ���	��������� �. ��)	 ����������� �� .�		
���!	� 3� �	�	���' .�� �������� ��������! �	��� ��	 �	������)��, �� � 
��� 7������, ���!� ��>	� ��	 ��)	 )	!���
� �	�� 7������, ��� ��	 ��)	 ��������	� ������� ����� ��	 ���	���!	 �� ���� � �	�� 7������, ��� ��	 	�	!���!
��� ����	��! @	��� ��	 �� ����	�

��������������

�6'��7� �8�9
+� 	�	!�������	��! ��)	 �� ����������� �� � �,�	 �. ����� ���� �� ���	
 �. �	.��!���� n
��

 = 1.5� ��	

��)	 �� ����������� �� � ���	!���� ���.��, 
	��		� ��	 ������)	 
/ ��� 9/�
	�� 3. ��	 .�		 ���!	 ��)	�	����
�� λo = 628 ��' @�� ��	 ��)	�	���� �� ��	 ����� ��� ��	 ��)	 )	!���� +��� @�� �� 	
��	����� .�� ��	 ������
.��� �. ��	 	�	!���! @	�� �� ��	 ����� �. �� ��� � ��
���� ��������	 �. �0  B� ���	��	� �� ��	 S,/���	!�����

.�������9
��	 ��)	�	���� �� ��	 ����� ��

λ
��

 =
λo
n
��



=
628 nm

1.5
= 419 nm

��	 ����������� !������� �� ��	 ����� ��

k = n
��

ko = n
��


2π
λo

= 1.5
2π

628× 10−9
= 1.5 × 107 rad /m

�	.	����� �� %����	 ��-' ��	 ���� )	!��� �� ��	 ���	!���� �. ����������� ��

k̂ =
x̂+ ẑ√

2

��	 ��)	 )	!��� �� ��	 ����� �� ��	�

�

k = kk̂ = 1.5 × 107 x̂+ ẑ√
2

= 1.06 × 107 (x̂+ ẑ)

��



��	 !����	�	 ������ 	
��	����� .�� ��	 	�	!���! @	�� ��

�

E =
�

Eoe
−j

�

k·r = ŷ10e−j1.06×107(x+z) V/m

������ 
��	 6����	��� ��  ��� ���	�� ��� ����	��� '��� ���	�� ��� =!����� 
�$�

��������������

��,�& 
���� )�"�� �� 0���% -����

3� ���� �	!����' �	 ��)	������	 ��)	 ����������� �� � �	���� ���� 	
��
��� ����� :���	� �� � ���	����
��	 �!!����	� .�� 
, �	@���� � ������� 7������, �� �	�!��
	 ��	 �	������)��,� ��	 !����	
 �	������)��,
!���	� ��	 ��)	 )	!��� �� ���� 
	 � !����	
 7������,' ���!� �� ���� !���	� ��	 ����	 ��)	 �� �	!�, ��
�� �� ������������ 3� ��������' ��	 ��)	 ���	���!	 
	!��	� � !����	
 7������,' ���!� �	��� ���� ���
��	 	�	!���! ��� ����	��! @	��� ��	 ��	#��#������ 1	 �	
� ��)	������	 ��	 ����	����!�� �	�!������� �.
����������� �� ����, �	����

=�	 �	!������ ���� �	��� �� ���� �� � ���	���� �� ������	
�� ����' ���!� �!!��� �� ���	����� ���� !��
!����!� 	�	!���! !���	��' ��!� �� �	����� 3. ��	�	 ��	 !����!��)	 ����	� �� � ���	����' ��	� ��	 	�	!���! @	��
����!	� � !���	�� �	����, ��)	� 
,

�

J = σ
�

E G��-�H

��	�	 σ �� ��	 !����!��)��, �� ��	�	�� �	� �	�	�' �� $B� G� ��	�	� ��� ��	 ����� �. Ω−1H� $�
��������� ����
!���	�� �	����, ���� +��	�	6� ��� G47������ ���0H �	 �
����

∇×
�

H = jωε
�

E + σ
�

E = jωε(1 − j
σ

ωε
)
�

E G��-�H

<, �	@���� � !����	
 �	������)��,

εc ≡ ε
(
1 − j

σ

ωε

)
G��-"H

��	� �	 !�� �	����	 47������ ��-� ��

∇×
�

H = jωεc
�

E G��-2H

��



����!	 ���� ���� 	7������ ��� 	
�!��, ��	 ���	 .��� �� +��	�	6� ���� 3� .�!�' ��� 	�� 
���
�
�� ����	
��� ����
�� �
���� 
�����
�� 	�� 
��� ����	
	� ε �� 	�� ������� ����	
	� εc� ���� �
�	�)����� �� 	
��	�	�, ���������O
��	 !����	
 ��)	 ���	���!	 ��

ηc =
√
μo
εc

= |ηc|ejφ G��--H

��	�	 ��	 ���	���!	 ��� 	
���!���, 
		� �����	� �� ����� .��� �� ���� ���� ��� ��	�	 ���� 
	 �� ��������	
��C	�	�!	 ��� � ����� �
-�
���� 
	��		� ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	���� ��	 !����	
 ����������� !�������
��

kc = ω
√
μoεc G��-#H

��	 !����	
 ��)	 )	!��� ��
�

kc = kck̂' ��	�	 k̂ �� ��	 ���� )	!��� �� ��	 ���	!���� �. ��)	 ������������ ��	

���	/�������! 5�
�	��6� 	7������� �� �� ��@���	 ����, �	���� ��	 �
����	� 
, �����, �	���!���
�

k ����
�

kc;

�

kc ×
�

E = ωμo
�

H G��-*H

�

kc ×
�

H = −ωεc
�

E G��#0H

�

kc ·
�

E = 0 G��#�H

�

kc ·
�

H = 0 G��#�H

���!�' ���� ��	 	
!	����� �. ��	 !����	
 ��)	 )	!���' ���> ��	���!�� �� 47������� ��"�/��"2� ���� �	���
���� ��	 ������� �	����������� 
	��		� ��	 	�	!�������	��! @	��� �	���� ��!����	��

?���� � ������� �	��)����� �� �� .�		 ���!	' �� .������ ���� .�� � �����	�	��� ����	 ��)	 G��	 �� ���!�
��	 ��)	 �� ���	������� �� ��	 ���	!���� �. �����������H'

�

H =
1
ηc
k̂ ×

�

E G��#�H

3� ���� .������ ���� ��	 E	������9 	7������ �� � ����, �	���� ��

∇2
�

E + k2
c

�

E = 0 G��#�H

=�	 )	�, ��������� ����� �� ���	 ��	� �	����� ���� ����, ���	����� �� ��	 .��������� %�� ������!��,' �	� ��
�����	 ���� ��	 ���	!���� �. ����������� �� ��	 9/���	!����� G���	 ���� �	 !���� �����	 ��	 ����������� ��
��, ���	!����' 
�� ���� ���������� ��	���, ������@	� ��	 .�������� ����,����H %�� ����������� �� ��	 .������
9/���	!����' ��	 !����	
 	
���	����� !�� 
	 �����	� ��

e−jkcz = e−jω
√
μoεcz = e−j(β±jα)z = e−jβze±αz G��#"H

�. �	 �	@�	 kc = ω
√
μoεc = β ± jα� ����!	 ���� ��	�	 ��	 ��� �����
�	 ��������� ���!	 ��	 �7���	 ���� �.

� !����	
 ���
	� ��� ��� ���������� 1��!� ���� ������ �	 !����	8 $��!	 ��	 ��)	 �� ����������� �� ��	
S9/���	!����' ��	� ��	 ��)	 ���� �	!�, �� ��	 S9/���	!����' ��� ��	�	.��	 �	 ���� !����	 kc = β − jα ��
���� e−jkcz = e−jβze−αz ��� ��	 ��)	 	
���	������, �	!�,� �� ��	 S9/���	!����� 3. ��	 ����� ���� �� !���	�'
��	 ��)	 ���� 	
���	������, ���� �� ��	 S9 ���	!����' ���!� ��	� ��� ��>	 ��,��!�� �	��	�

�	��	�	����� εc �� � )	!��� �� ��	 !����	
 ����	' ��	 ����	�� �. ��	 ����	 ���� ��	 )	!��� ��>	� ����
��	 �	�� �
�� �� σ/(ωε) G�		 %����	 ��#H� ���� 7������, �� !���	� ��	 ���� 	�����	;

loss tangent =
σ

ωε
G��#2H

��	 ���� ����	�� �	�!��
	� ��	 ���� !����!�	�����!� �. � �	����� 3� � �����	�� ���	����' σ/(ωε) = 0� 3.
σ/(ωε) � 1' ��	 ���	���� �� !���	� � ���� �
����	

�� 3. σ/(ωε) � 1' ��	 ���	���� �� !���	� � ���� ������	�
'

��



������ 
��	 %��		��� 	�� ������! �����		���	�� εc� �� � ���	�� �� 	�� ������! ������ 	�� ���� 	�����	 ��
	�� 	�����	 �� 	�� ����� 	��	 	�� ���	�� �����  �	� 	�� ���� �!��� ���� tan φ = σ/(ωε)�

��� �. σ/(ωε) = ∞ ��	 ���	���� �� � ��
���	 ������	�
� ��	 !��!	�� �. � ��	�.	!� !����!���� �� ���	 �. �
����	����!�� ��	���9����� ���� �� �!���� ��,��!�� �	����,� 4)	� ��' �����, !����!���� ���	����� ��	 �.�	�
�����
����	� �� �	�.	!� !����!���� �� ������., ��	 ����	����!� ����	 ���)����� )����
�	 ��,��!�� �������
���� � ���
�	��

=��	� �	@������� ��� �	��������, �	�������� �� ����������� �� ����, �	��� ���� ,�� ���� �		� �� 
	
.������� ���� ��	 ��	 .��������;

�� .0�� �����9 ��	 �>�� �	���' δ' �� ��	 ������!	 �� ���!� ��	 ��)	 �	!�,� 
, e−1� $��!	 � ��)	
����������� �� � ����, �	���� �	!�,� �� e−αz' �	 ��)	 −1 = −αδ' �� δ = 1/α�

�� %�	����
9 (	@�	� �� �	��� �. ��	 	�	!���! @	�� ��������	 �� dB ≡ 20 log10(E2/E1) �� �� �	��� �.
���	� �� dB ≡ 10 log10(P2/P1)� %�� 	
����	' �. � !	����� ��)	 ��� �� ������� ��������	 �. �0  B�'

�� �	!�,� �� "  B� �.�	� ����������� � �	�	�' ��	� �	 ��)	; 20 log10(5/10) ≈ −6 �<B�	�	�� ���	
���� �.�	� ��	 �	����)	 ���� �� �����	�' ��� ����� �����, 
	 �	.	��	� �� �� � �2 �< �	� �	�	� ������

�� ?���

9 (	@�	� �� �	�	��≡ loge(E1/E2)� 3� � ����, �	����' ��	 ���� �� �	�	��B�	�	�= loge(|E1|/|E1|e−α) =
loge(e

α) = α� ��	�	.��	' ��	 ���	������� !������� α ��� ��	 ����� �	�	��B�	�	� G��B�H�

��������������

�6'��7� �8 9
E���� 
���� �����	 ��� � �	����)	 �	������)��, ��� !����!��)��, �. εr ≈ 55 ��� σ ≈ 2.1 $B�' �	��	!��)	�,'

�� ���" &E9 K�L� ���� �� � .�	7�	�!, �. ���	�	�� ���!	 ���, !	�� ����	� G��� ��!����)	 �)	��OH ��	���	 �	��
���� .�	7�	�!,� +����	 ���� � ����	 ��)	 �� ���" &E9 �� �������, ��!��	�� .��� .�		 ���!	 ���� � �����

����� %��� ��	 !����	
 �	������)��,' !����	
 ���	���!	' ��� ���� ����	���

.�������9
��	 !����	
 �	������)��, �. ��	 
���� �����	 ��

ε����� = εrεo

(
1 − j

σ

ωεrεo

)

= (55)
(
8.854 × 10−12

){
1 − j

2.1
(2π × 2.45 × 109) (55) (8.854× 10−12)

}

��



= (4.87 − j1.36)× 10−10 F/m

%��� ���� �	 �
���� ��	 !����	
 ���	���!	

η����� =
√

μo
ε�����

=

√
4π × 10−7

(4.87 − j1.36)× 10−10

= 49.4 + j6.77 Ω = 49.9ej0.136 Ω

��	 ���� ����	�� ��

loss tangent =
σ

ωεrεo
=

2.1
(2π × 2.45 × 109) (55) (8.854 × 10−12)

= 0.280

��������������

�6'��7� �8!9
?���� ��	 �	����� .��� ��	 ��	)���� 	
����	' @�� ��	 ������ ��� ���	 ������ 	
��	������ .�� ��	 	�	!���!

��� ����	��! @	��� ����������� �� 
���� �����	 �� ���" &E9� +����	 ���� ��	 	�	!���! @	�� )	!��� ������
�� ��	 
/���	!����' ��������	� �� ��	 9/���	!����' ��� ��� � ��
���� ��������	 �. �0  B� ���� 
	��� ��	
���.�!	 �. ��	 
���� �����	 �� z = 0� 1��� �� ��	 �>�� �	��� �� ���� .�	7�	�!,8 +.�	� ���� �	��� ��� ��	
@	�� ��������	 
		� ���	����	� 
, �00 �<8

.�������9
<	!���	 ��	 
���� �����	 �� � ����, ���	����' ��	 ��)	 )	!��� ���� 
	 !����	
 ��� ��	 	�	!���! @	�� ����

��)	 ��	 �	�	��� .���

�

E(z) = Eoe
−jk�����zx̂ = Eoe

−j(β−jα)zx̂ = Eoe
−jβze−αzx̂

��	 ������ .�	7�	�!, �. ��	 ��)	 �� ω = 2π × 2.45 × 109 = 1.54 × 1010 ���B�� ��	 !����	
 �����������
!������� !�� ��	� 
	 .���� .��� ��	 !����	
 �	������)��, �
����	� �� ��	 ��	)���� 	
����	;

k����� = ω
√
μoε����� = 1.54 × 1010

√
(4π × 10−7) (4.87 − j1.36)× 10−10

= 384 − j52.7 = β − jα

?���� ��	�	 )���	� .�� β ��� α �	 !�� ����	 ��	 ������ ��� ���	/������ 	
��	������ .�� ��	 	�	!���! @	��;

�

E(z) = 10e−j384ze−52.7zx̂ V/m
�

E(z, t) = 10 cos(1.54 × 1010t− 384z)e−52.7zx̂ V/m

��	 !���	�������� ����	��! @	�� ������ �� .���� ����� ��	 !����	
 ���	���!	 .���� �� ��	 ��	)���� 	
��/
��	;

�

H(z) =
1

η�����
ẑ ×

�

E(z) =
ẑ ×

�

E(z)
49.9ej0.136

=
10e−j384ze−52.7z ŷ

49.9ej0.136

= 0.201e−j0.136e−j384ze−52.7z ŷ A/m

����!	 ��	 ����	 ���.� G0���2 �������' �� 7.79◦H 
	��		� ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	���� ���� ����	 ���.� ��
!�	���, �����	�� �� ��	 ���	 ������ .��� �. ��	 ����	��! @	��;

�

H(z, t) = 0.201 cos(1.54 × 1010t− 384z − 7.79◦)e−52.7z ŷ A/m

�"



��	 �>�� �	��� �� ���" &E9 �� �����, ��	 ��)	��	 �. ��	 ���	������� !�������;

δ =
1
α

=
1

52.7
= 19.0 ��

�� @�� ��	 �	��� �� ���!� ��	 @	�� ��� 
		� ���	����	� 
, �00 �<' @��� ���	 ���� � �	!�	��	 �� �00 �<
!���	������ �� � @	�� ��������	 ���� ��� �	!�	��	� �� 1 × 10−5 �. ��� ������� )���	� ��	�	.��	' �	 @��

1 × 10−5Eo = Eoe
−αz → z = − ln(1 × 10−5)/α = 21.8 cm

���	 ���� ���� �	7���	� � )	�, ����	 �	��O

��������������

��,�' 1��	
�� �( � 0���% -����	2 )�"� 
��
������� �� #�������

+� �� 	
����	 �. ����������� �� � ����, �	����' �	� �� ���> �� � ��)	 ����������� �� �	����	� �� ��C	�	��
.�	7�	�!�	�� ���� 	
����	 ���� ���� ���� ��	 �		�� �� 
	 !��	.�� �� ��>��� �	�	��� !��!������� �
��� ��)	
����������� �� � ����, �	�����

$	����	� ��� � �	������)��, �. ε ≈ 79εo ��� �� 	�	!���!�� !����!��)��, �. σ ≈ 4 $B� G��	�	��B�	�	�M �
��	�	� ��� ��	 ����� �. Ω−1H� ��	 ���� ����	�� .�� �	����	� �� �����	� �� .��!���� �. .�	7�	�!, �� %����	 ��*�
%�� .�	7�	�!�	� �	�� ���� �00 5E9 G108 E9H' ��	 ���� ����	�� �� ��	��	� ���� �0 ��� ��	 �	����	� 
	��)	�
��>	 � ���� !����!���� %�� .�	7�	�!�	� ��	��	� ���� �0 &E9 G1010 E9H' ��	 ���� ����	�� �� �	�� ���� 0�� ���
�	����	� 
	��)	� ��>	 � ���� ��	�	!���!�

������ 
��	 >��� 	�����	 �� ��� �	���

3� %����	 ���0' ��	 ���� �� �	!�
	�� �	� �	�	� G�<B�H �� �����	� .�� � ��)	 �� �	����	� �� � .��!����
�. .�	7�	�!,� ������	 ��	 �	����� �� %����	 ��* ��� %����	 ���0 ��� ���	 ���� 	)	� ������ �	����	� �� �
���� !����!��� .�� f < 100 5E9 ��� � ���� ��	�	!���! .�� f > 10 &E9' ��	 ���� �	� �	�	� �� ��	 �����

�2



������ 
���	 %������	��� ���� ��� ��	�� �� ��� �	���

!����!����� �	���� �� ���	� ���� �� ��	 ����� ��	�	!���!� �	����O ��	�	.��	' �	 !����� ��>	 ��	 �	�	����9�����
���� ����������� ���� �� ���	!��, ������������ �� ��	 !����!��)��, �. ��	 �	�����

1	 ���� �	
� ��	 ��	 �����
������� �. � ���� ��	�	!���! ��� ���� !����!��� �� �	� � �	�	��� .		� .�� ��)	
����������� �� 	�!� �,�	 �. �	����� ���	 ���� ��	 ��)	 ����	���	� !�� ����,� 
	 ����,9	� ����� ��	 	
�!�
!����	
 �	������)��,' ������� ��>��� ��, �����
��������� E��	)	�' �	 !�� �	)	��� �������� 
, ���>��� ��
��	�	 ��� �������� !��	�� ��	, ��	;

�� ' ���� �����	�
�	9 + ���	���� �� ���!� σ/(ωε) � 1

�� ' ���� 	����	��
9 + ���	���� �� ���!� σ/(ωε) � 1

��,�, 
���� )�"�� �� � ���� !���������

3� � ���� ��	�	!���!' �	 ��	 ��	 .�!� ���� σ/(ωε) � 1 �� ��>	 !	����� �����
��������� ?���� ��	 ���	�
�	��	� �����
������� (1 − x)

1
2 ≈ 1 − x/2 G���!� ����� �. |x| � 1H' ��	 �����
����	 ����������� !������� kc

��

kc = ω
√
μoε

√
1 − j

σ

ωε
≈ ω

√
μoε
(
1 − j

σ

2ωε

)
= ω

√
μoε− j

σ

2

√
μo
ε

= β − jα G��#-H

$��!	 σ/(ωε) � 1 �� .������ ���� α �� )	�, ����� �� � ���� ��	�	!���!� 3� ��������' ��	 �	�� ������� �. ��	
����������� !�������' β' �� �����
����	�, 	7��� �� ��	 )���	 �	 ����� �
�	�)	 �. ��	 !����!��)��, �. ��	
���	���� �	�	 9	��� ��	 �>�� �	��� �� � ���� ��	�	!���! �� �����
����	�,

δ = α−1 ≈ 2
σ

√
ε

μo
G��##H

���!� !�� 
	 7���	 ����	 �� � ���� ��	�	!���!� <	!���	 ��	 ���� �� �����' ��	 ��)	 �	�	����	� � ����	 ������!	
���� ��	 ���	����� ��	 ��)	 ���	���!	 �� � ���� ��	�	!���!' ηc' !�� 
	 �����
����	� ��

ηc =
√
μo
ε

(
1 − j

σ

ωε

)−1/2

≈
√
μo
ε

(
1 + j

σ

2ωε

)
G��#*H

�-



+����' ���!	 σ/(ωε) � 1' ��	 ��������, ������� �. ηc �� )	�, ����� ��� ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	��� ��	
�	���, ��/����	�

��,�3 
���� )�"�� �� � ���� ���������

3� � ���� !����!���' σ/(ωε) � 1 ��� ��	 ����������� !������� kc �� �����
����	� ��

kc ≈ ω
√
μoε

√
−j σ

ωε
=

√
ωμoσ

(
1 − j√

2

)
=
√
ωμoσ

2
− j

√
ωμoσ

2
= β − jα G��*0H

G�	.	� �� +��	���
 < .�� �	����� �. ���� �	��)�����H� ����!	 ���� β ≈ α �� � ���� !����!���� ���� �� � )	�,
��	.�� �
�	�)����� ���!	' .�� 	
����	' �	 !�� �
���� ��	 !����!��)��, 
, 	���	� >������ ��	 �����������
!������� �� ��	 ���	������� !�������� ?���� ���� �����
�������' ��	 �>�� �	��� �� � ���� !����!��� ��

δ = α−1 ≈
√

2
ωμoσ

G��*�H

����!	 ���� ��	 �>�� �	��� �	!�	��	� �� ��	 .�	7�	�!, ��!�	��	��
��	 ��)	 ���	���!	 �� � ���� !����!��� �� �����
����	� �� � ������� ����	� ��

ηc =
√
μo
εc

=
√

μo
ε[1 − jσ/ (ωε)]

≈
√

μo
ε[−jσ/ (ωε)]

=
√
μoω

σ

(
1 + j√

2

)
= |ηc|e+jφ G��*�H

����!	 ���� ��	 ��
���� ����	 ����	 �. ��	 ���	���!	' φ' �� 45◦� ���� �����	� ���� ��	 ��
���� ����	
���.� 
	��		� ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	��� �� � ����, �	���� �� 45◦�

:	� �� 	
����	 ���� ����	�� �. �	 �	� ��	 !����!��)��, ������!� ��@���,' ��	� �. ��	 �	���� 
	!��	�
� ��
���	 ������	�
� +������� σ → ∞ �� 47������ ��*�' �	 @�� ���� ��	 
�������� ���
������ ��
� 
� �
��
���	 ������	�
� ���� �	��� ���� � @���	 	�	!���! @	�� ���� �	�	���	 �� ��@���	 ����	��! @	�� G�	.	� ��
47������ ��#�HO ���� �
)�����, ��	��6� ��>	 �	��	� ��	 ���, ��, ���� 47������ ��#� !�� ����� ���� �� �.
��� �� 	�� ����	
������	
� ����� �
� ��
� 
��
�� � ��
���	 ������	�
� +����	� ��, �� �		 ���� �� .��� ��	
�>�� �	��� G47������ ��*�H� +� σ → ∞' ��	 �>�� �	��� ������!�	� 9	��� ���� �	��� ���� ��, @	�� ����
��	� 	��	� � �	�.	!� !����!��� ���� ��������, �	!�, �� 9	��' �� ���� �� 	�	!�������	��! @	��� !�� 	
��� �����	
� �	�.	!� !����!���O ���	 ���� 	)	� ������ � ���	 ��	�.	!� !����!���� ��	� ��� 	
��� �� �	����,' �� ���,
!��	� )	�, �����, !����!���� ���	����� ��!� �� �	���� !�� 
	 �����
����	� �� �	�.	!� !����!���� �� !	�����
.�	7�	�!�	� �� ������., !��!�������� ��� �
���� �	�����
�, �!!����	 �	������

��������������

�6'��7� �8�9
+� �00 5E9' !���	� �� � ���� !����!��� ���� � !����!��)��, �. σ = 5.8 × 107 $B�� +� ���� �	��� ��

!���	� ���� �� 	�	!���! @	�� ��)	 �	!�,	� �� �0T �. ��� ������� ��������	8 1��� �� ��	 ��)	�	���� �. ��	
	�	!���! @	�� �� ��	 !���	�8

.�������9
%�� � ���� !����!���

α ≈
√
ωμoσ

2
=

√
(2π × 300 × 106) (4π × 10−7) (5.8 × 107)

2
= 2.62 × 105 Np /m

3� � !����!���' ��	 ��������	 �. ��	 	�	!���! @	�� ���� �	!�, �� Eoe
−αz' ��� �	 ���� �� @�� ��	 ������!	 ��

���!� ��	 ��������	 ��� �	!�,	� �� �0T �. Eo;

0.1Eo = Eoe
−αz → e−αz = 0.1

�#



$��)��� .�� �;

z =
− ln(0.1)

α
=

2.30
2.62 × 105

= 8.79μm

?���� ��	 ���� !����!��� �����
������� �	 >��� ���� α ≈ β' ��� �� ��	 !���	� β = 2π/λ� $��)��� .�� λ;

λ =
2π
β

=
2π

2.62 × 105
= 24.0μm

��������������

��,�4 
���� )�"�� �� !��
����"� -����

3� 	�	!�������	��!�' �	 ��	 �.�	� ���	�	��	� �� ����,��� ��	 	C	!�� �. 	�	!�������	��! ����	� �����������
������� �	)�!	�� + ����	 ���� ��� � @���	 ����� �� ��	 ���	 ������ !�� 
	 �	!�����	� ���� � ��	!���� �.
�������!� �� ��C	�	�� .�	7�	�!�	� ����� � %����	� �	��	�� 3. ��	�	 �������!� 	�!� ��������	 �� � ��C	�	��
)	��!��,' ��	� ��	 ����	 ����	 ���� !����	 �� �� �����	��	� ������� ��	 �	)�!	� ���� ��	���	��� �� !���	�
�
���
�
��� 1	 ���� ����, ���� ��	���	��� �� ��	��	� �	���� �� �����	� "� %�� ���' �	 ���� �� ��)	������	
��	 ����	���	� �. � �
���
�
�� ���
��' ���!� �� � ���	���� ���� !���	� 	�	!�������	��! ��)	� �� ��C	�	��
.�	7�	�!�	� �� ��������	 �� ��C	�	�� )	��!���	��

5��� ���	����� 	
��
�� ���	 �	��		 �. ����	���)	 
	��)���� =�	 	
����	 �. � ����	���)	 �	���� �� �
������� + ������ �� � !���	!���� �. ��!�������� ������)	�, ��� �	����)	�, !����	� �����!�	� �� ���!� ��	
���	/�)	���	� !����	 �	����, �� 9	��� 4
����	� �. ������� ��	 .���� �� ��	 �������	�	 ��� �� ��	 ���.�!	
�. ��	 ���� 3� ��������' �����, !����!��)	 �	���� ��!� �� �������� ��� ���� 
	��)	 ��>	 ������� �� ����!��
.�	7�	�!�	� G�����
����	�, 1014 ∼ 1015 E9H�

1	 ���� ��� �	��)	 �� �����
������� .�� ��	 ��	�	!���! !������� �. � ������� :	� �� �����	 ���� ��	 ����
�. ��	 ������)	�, !����	� �����!�	� G����H �� ��!� ����	� ���� ��	 �	����)	�, !����	� �����!�	� G	�	!�����H'
��	�	 ��	 �� !��������� 
	��		� ��	 �����!�	�' ��� ��	 �����!�	� ��	 ��� �������, 
���� �� 	�!� ���	�� +� �	

��� ��	� !�����	���� � ������9�
�	 �	����' �	 �	@�	 � ��!���!���! ������9�����
�

P(t) ≈ Nq
�
x(t)' ��	�	 ,

�� ��	 �	����, �. �����!�	�' � �� ��	 	�	!���� !����	' ���
�
x(t) �� ��	 	�	!���� ��������' ���!� �� ���	/�������!�

1	 !�� ��	� �	��)	 ��	 .��!	 
	��		� ��	 �����!�	�

�

F(t) = me

�
a(t) = me

d2
�
x(t)
dt2

G��*�H

��	�	 me �� ��	 	�	!���� ����� $��!	 �	 ��	 ���>��� ���� ���	/�������! 7�������	�' �	 !�� !��)	�� �� ��	

	
��	������ �� ������ .���� ���)	����� ��	 ��������
�
x(t) �� � ������

�
x' ��� ��	 .��!	

�

F(t) �� � ������
�

F '
�	 !�� ��>	 ��	 ������ �����.��������

�

F(t) = me
d2

�
x(t)
dt2

=⇒
�

F = me (jω)2
�
x = −meω

2�x G��*�H

+������� ���� ��	�	 �� �� �	������� .��!	' ��	�	 �� ���, �� ��	���� �	�� ���
�

F = q
�

E� $��)��� .��
�
x �	 �
����

�
x = −q

�

E/meω
2' ���!� ,�	��� � ��!���!���! ������9����� G�� ������ .���H �.

�

P ≈ −Nq
2
�

E

meω2
G��*"H

%�� � ������' ��	�' ��	 !���������)	 �	���������� 
	��		� ��	 	�	!���! @	�� ��� A�
 ��

�

D = εo
�

E +
�

P = εo

(
1 − Nq2

εomeω2

)
�

E = εo

(
1 −

ω2
p

ω2

)
�

E G��*2H

�*



��	�	 ��	 ������ .�	7�	�!, �� ωp = q
√
N/(εome)� ��	 ������ �	������)��, �� ��	� �	@�	� ��

εp = εo

(
1 −

ω2
p

ω2

)
G��*-H

��!� ����
�

D = εp
�

E� ���	 ���� ��	 �	������)��, �� �����, �	�	��	�� ���� .�	7�	�!,� ��	 �����������
!������� �. ��	 ������' kp' ��

kp = ω

√
μoεo

(
1 −

ω2
p

ω2

)
= ko

√
1 −

ω2
p

ω2
G��*#H

��	 .��!������ �	�	��	�!	 �. kp �� ω �� ����� �� %����	 ����� ��	 ����	� ���	 !���	������ �� ��	
����������� !������� �� .�		 ���!	' ko = ω

√
μoεo. ���� �	���� ����� ���� �� ω → ∞' ��	 �����������

!������� ������!�	� ���� �. � ��)	 �� .�		 ���!	� ����!	 ���� ���, �. ��	 .�	7�	�!, �� ��	��	� ���� ��	
������ .�	7�	�!, G�. ω > ωpH �� ��	 ����������� !������� � �	�� 7������,� 3. ω < ωp' ��	� εp < 0 G���	 ����
��	 �	������)��, !�� 
	 �	����)	 �� � ���	����OH ��� ��	 ����������� !������� �� ���	�, ��������,� �	!���
���� �� ��������, ����������� !������� !���	������ �� � ��)	 ���� �� 	
���	������, �	!�,���M ��	�	.��	'
�� 	�	!�������	��! ��)	 �� ���	����	� �� � ������ �. ��	 .�	7�	�!, �� 
	��� ��	 ������ .�	7�	�!,� +� ����

	 �		� ���	�' ��	 ����������� !����!�	�����!� �. 	�	!�������	��! @	��� �� �	�����! ��)	����	� ��	 ������� ��
���	 ��,� �� ��)	 ����������� �� ��������

������ 
���	 %������	��� ����	��	 �� �� ����	�������	��  ��� �� � ������ )kp*� 
� ω → ∞� kp ����������
	��	 �� �  ��� �� ���� ����� )ko*� &�� ����� ���� ��� � 	�� ������ ��  ���� 	�� �������	��� ����	��	 �� �
���� 0���	�	� )ω > ωp*� �� ω < ωp� 	��� kp �� ������ ��������� ��� 	��  ��� �� �		����	���

��. &��
!/ ���) ��� ��� ��/����! �����


������	� ��	 ����� 	�	!�������	��! 	�	��, A����� ������� � !���	� �	���� �. ���!	� 3. ��	 ��C	�	�!	 
	��		�
��	 ���	� A����� �� ��� ���	� A����� ��� ������� ��	 !���	� ���.�!	 �� ���/9	��' ��	� ��	 	�	��, ������
��	 !���	� )����	 	���	� �	!�	��	� G��	 ���	� �� ��������	�H 
	!���	 �. ����' �� ��	 	�	��, �� ��!�	��	� �� ��	
�	���� 
, ������� 	�	��, �� � ����	��! �� �� 	�	!���! @	��� E�� !�� �	 7�����., ���� �	� ���	� ���� �� ����
�� � �	���� ��	�	 	�	!�������	��! @	��� ��	 ��	�	��8

"0



3� !��!��� ��	��,' ��	 ���	� ��������	� �� � !��!��� 	�	�	�� �� .���� �����, 
, �������,��� ��	 )�����	
�!���� �� 	�	�	�� 
, ��	 !���	�� A����� ������� �� Gvolts× amps = wattsH� ��	 7�	����� ��' !�� �	 ��
� ������� ��	������ .�� ��	 	�	!�������	��! @	���8 5������,��� ��	 ����� �. ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	��
���	�����	� �	 �
���� G B�H×G+B�H D 1B��� %��� ���� ���������� �	 �		� �� 
	 �� ��	 ����� ���!>�
<	!���	 
��� ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	��� ��	 )	!��� 7�������	�' �� �� �	�����
�	 �� �����	 ���� ��	
�	������� ���	� A�� ������ ���� 
	 � )	!���� ��	 ���, ��, �� �������, ��� )	!���� ��� �
���� � )	!��� ��

��	 !����/�����!�;
�

E ×
�

H�
�	!��� ���� ��	 ��,��!�� �����@!��!	 �. ��	 ��)	��	�!	 �. � )	!��� @	��' ∇ ·

�

A' �� ���� �� �	�!��
	� ��	
���	 �� ���!� ��	 �@	�� �	����,� 	
��� � ��)	� �	���� �. ���!	� $��!	 �	 ��	 ���	�	��	� �� ��	 ���	� A�� ��

� �	���� �. ���!	' �	 ������ !�����	� !��!������� ∇ · (
�

E ×
�

H)� +���,��� ��	 )	!��� ��	����, ∇ · (
�

A ×
�

B) =
�

B · (∇×
�

A) −
�

A · (∇×
�

B)' ���� !�� 
	 �����	� ��

∇ ·
(�
E ×

�

H
)

=
�

H ·
(
∇×

�

E
)
−

�

E ·
(
∇×

�

H
)

G��**H

$�
��������� %�����,6� ��� ��� +��	�	6� ��� G47������� ��� ��� ���H �	 �
����

∇ ·
(�
E ×

�

H
)

=
�

H ·
(
−∂

�

B
∂t

)
−

�

E ·
(
∂
�

D
∂t

+
�

J
)

G���00H

1	 ��	 ���	�	��	� �� ��	 ���	� A����� ���� � )����	' �� �	 ���	����	 ���� 	
��	����� �)	� � ��)	� )����	'
�' �� �
���� ∫

V

∇ ·
(�
E ×

�

H
)
dV =

∫
V

(
−

�

H · ∂
�

B
∂t

−
�

E · ∂
�

D
∂t

)
dV −

∫
V

(�
E ·

�

J
)
dV G���0�H

1	 !�� ��� ����, &����6 ��	��	� G���� >���� �� &�		�6� ��	��	�H ���!� �	���	� ��	 )����	 ���	���� �. ��	

��)	��	�!	 ∇ ·
�

A �� � ���.�!	 ���	���� �.
�

A �)	� ��	 
������, !��������� ���� )����	 G�		 �����	� �H;∫
V

(
∇ ·

�

A
)
dV =

∮
S

(�
A · n̂

)
dS G���0�H

+���,��� &����6 ��	��	� ��� �	���������' �	 @��

−
∫
V

(�
E ·

�

J
)
dV =

∫
V

(
�

H · ∂
�

B
∂t

+
�

E · ∂
�

D
∂t

)
dV +

∮
S

[(�
E ×

�

H
)
· n̂
]
dS G���0�H

+������� � ���	��' ���	/��)������ �	����' μo �� ��� � .��!���� �. ���	' ��� ��	�	.��	

�

H · ∂
�

B
∂t

= μo

(
�

H · ∂
�

H
∂t

)
G���0�H

�	
�' ����!	 ����' 
, ����� ��	 !���� ���	' �	 !�� �
���� ��	 �	����������

∂

∂t

(�
H ·

�

H
)

=
∂
�

H
∂t

·
�

H +
�

H · ∂
�

H
∂t

= 2

(
�

H · ∂
�

H
∂t

)
G���0"H

��	�	.��	'

μo

(
�

H · ∂
�

H
∂t

)
=
μo
2
∂

∂t

(�
H ·

�

H
)

G���02H

"�



%����	����	' ���!	 ��	 )����	 �� ��� !������� �)	� ���	' ��	 �	��)���)	 ���� �	��	!� �� ���	 !�� 
	 
������
������	 �. ��	 )����	 ���	����� %�����,' ����,��� ��	 !���������)	 �	����������� ��� �������� ���� ��	 )����	
��	� ��� !����	 ���� ���	' �	 ����)	 �� ��	 .���	
�� 	���
�� .�� ���	��' ���	/��)������' ��������! �	���;

−
∫
V

(�
E ·

�

J
)
dV =

∂

∂t

∫
V

(
1
2
μo

�

H ·
�

H +
1
2
εo

�

E ·
�

E
)
dV +

∮
S

[(�
E ×

�

H
)
· n̂
]
dS G���0-H

?��� ����	!���� �. ��	 ��,����� ��	��	�' ��	 .�������� �
�	�)������ ��	 ���	;

�� ��	 ���	� 	���	� �	�	���	� 
, ��	 ����!	
�

J �� ��������	� 
, ��	 !���	��
�

J �� ��	 )����	 � ��

−
∫
V

(
�

E ·
�

J )dV �

�� ��	 ����	� ����	��! 	�	��, �	����, �� ��	 )����	 � �� 1
2μo

�

H ·
�

H�

�� ��	 ����	� 	�	!���! 	�	��, �	����, �� ��	 )����	 � �� 1
2εo

�

E ·
�

E

�� ��	 ���	 �� ���!� ����	� 	�	��, 
��
����� �� ��	 )����	 � �� ∂
∂t

∫
V

(1
2μo

�

H ·
�

H + 1
2εo

�

E ·
�

E)dV �

3� �� ��	�	.��	 !��!���	� ����

P(t) =
∮
S

[(�
E ×

�

H
)
· n̂
]
dS G���0#H

�� ��	 
��	��	������ ����
 "��
�� ��	 �� 	�� ������ G���	 ���� 
, �	@������ ��	 ���� )	!��� n̂ ������ �������'
�� �	 ��	 ���>��� �� ��	 ���	� A����� ������� �� ��	 ���	!���� �. ��	 ���� )	!���H� 1	 ��	� �	!����9	

�

S =
�

E ×
�

H G���0*H

�� ��	 
��	��	������ ����
 "�� ��
 ��
	 �
�� G1B��H� ��	 )	!��� 7������,
�

S �� !���	� ��	 .���	
�� ���	�
�
?��� ����	!����' ���� �	@������ ��, �		� ����
����� ���� �� ���!���	� �� ��	 .�������� 	
!	��� .���

 
���� ��� !���� 
� /�����
��	
�� ����	
��
�� K�L; �+������� �� �� >���� .��� ��	 ����. ���, ���� �����
	�	��, A�� ��� �. � �	���� �	� ���� ���	 �� ��)	� 
, ��	 ����� ���.�!	 ���	���� G47������ ���0#H' �� �� �.�	�

!��)	��	�� �� ����> �. ��	 )	!���
�

S �	@�	� 
, 47������ ���0* �� ��	 )	!��� ��)��� ���	!���� ��� ��������	
�. 	�	��, A�� �	����, �� ��, ����� �� ���!	� ������ ���� ��	� ��	� ��� .����� ����!��,' �� �� � ���� ��	.��
���	���	������ ��� ��	 ���!� �� �����@	� .�� ��	 �������, �. �����!�������� %�� ��� ������	� �� ���� !����	'
47������ ���0* ���)��	� �� �!!����	 ��� ��	.�� �	@������ �. ��	 ���	� A�� �	����, �� ��, ������� �� ���	�

5��	 �.�	�' ���	)	�' �	 ��	 ��� ���	�	��	� �� ��	 ���	� A�� �� � �����!���� ������� �� ���	� 3���	��'
��	 ���
��� ���	� �� �.�	� � ���	 ��	.�� 7������,� %�� 	
����	' ������	 !��!������� ��	 ���	� �	7���	� ��
���� �	�� �� � ��!����)	 �)	�� 1	 ��	 ���	�	��	� �� ��� ��!� ���	� �� �)	���	 �� �	�����	�' ��� !��	
�	�� �
��� ��	 ���	� �� ��, �������� + ���	 ��	.�� 7������, �� ��	�	.��	 ��	 	
��#���
���� ����
 "�� ��

��
	 �
�� ���!� �� ��)	� 
, 〈�

S
〉

=
1
T

∫ T

0

(�
E ×

�

H
)
dt G����0H

��� ���� ��� ��	 ����� 1B��� +� �� ��� ����� �� �����	� �' ���� .������
�	 ���	/�)	���	 ��	������ !�� 
	
	����, !��!����	� �. ��	 ������ 7�������	� ��	 >����;

〈�
S
〉

=
〈�
E ×

�

H
〉

=
1
2
Re
{�

E ×
�

H
∗}

=
1
2
Re
{ �

Sc

}
G�����H

��	�	
�

Sc =
�

E ×
�

H
∗
�� ��	 ������� .���	
�� ���	�
� 3� � �,��!�� ����,��� ��	 ������ 7�������	� ��	 >�����

3���	�� �. � ���	������� ���	� ��� !����	�' ��	 �)	���	 ���	� A�� �	����, �� !��!����	� 
, �	�.������ �

"�



!����/�����!� ����� ��	 �������' ��	� 	
���!���� ��	 �	�� ���� ��� ��)����� 
, �� G$		 ��� �����	 ���� ��
��	� ����� �������8H

%�� � ����	 ��)	 �. ��	 .���
�

E =
�

Eoe
−jkz ����������� �� � �������� �	���� �� ��	 9/���	!����' �� !�� 
	

����� ���� ��	 ���	/�)	���	� ���	� A�� �� G�		 +��	���
 <H;

〈�
S
〉

=
|
�

Eo|2
2η

ẑ G�����H

��	�	

|
�

Eo| =
√

�

Eo ·
�

E
∗
o =

√
|E��|2 + |E��|2 + |E��|2 G�����H

���!	
�

Eo ��, 
	' �� �	�	���' � !����	
 )	!��� G�	.	� �� �����	� �H� ���	 ���� ���� �	���������� ���� ����� 
�
	�� ���
�� 
� ��������� ��	 ���	/�)	���	� ���	� A�� .�� � ����	 ��)	 �� � ����� �	���� �� ��	 9/���	!����
�� G�		 +��	���
 <H; 〈�

S
〉

=
e−2αz|

�

Eo|2
2|ηc|

cos(φ)ẑ G�����H

��	�	 ��	 !����	
 ���	���!	 �� �����	� �� ����� .��� �� ηc = |ηc|e+jφ� ������	 ���� �	���������� �� ��	
�����	�� !��	� ��	 ���� �� ��	 ���	���� !���	� ��	 ���	� �� 	
���	������, �	!�	��	 �� ��	 ��)	 ��������	�� ��	
!����	
 �	������)��, ���� !���	� ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	��� �� 
	 ���/�./����	' ���!� .����	� �	��!	�
��	 ���	� �	��)	�	� 
, ��	 	�	!�������	��! ��)	� 4�	!���!�� 	����		�� ���� ���> �� ���	� ������
����� ���>
.	�)	���, �� ��
���9	 ��	 .�!��� cos(φ) �� ���� ���	� �� �	��)	�	� 	F!�	���,� ������	���� ���� ��	 ����	 φ
�	��	�	���' ��� !�� ���� 
	 ���	8

��������������

�6'��7� �8*9
+����	 ���� ��	 .�������� 	�	!�������	��! @	�� �� ����������� �� � )�!���;

�

E = x̂100e−j50z V/m

%��� ��	 �)	���	 ���	� �	����, !����	� 
, ���� ��)	�

.�������9
:	�6� @��� ���> ��	 ���
�	� ����� ��	 ��,����� )	!���' ������� ����� ��	 ������@	� 	
��	����� .�� �����	��

���	������ ��	 ����	��! @	�� ����!���	� ���� ���� 	�	!���! @	�� ��

�

H =
1
ηo
k̂ ×

�

E =
ẑ ×
(
x̂100e−j50z

)
ηo

= ŷ
100
ηo

e−j50z

��	 !����	
 ��,����� )	!��� ��

�

Sc =
�

E ×
�

H
∗

=
(
x̂100e−j50z

)
×
(
ŷ
100
ηo

e+j50z
)

= ẑ
1002

ηo

��	 ���	/�)	���	 ���	� �	����, �� ��	�

〈�
S
〉

=
1
2
Re
{ �

Sc

}
=

1
2
Re
{
ẑ
1002

ηo

}
= ẑ

1002

2ηo
= 13.3ẑ W/m2

=�' ����� ��	 ������@	� 	
��	����� .�� �����	�� �	���;

〈�
S
〉

=
|
�

Eo|2
2ηo

ẑ =
1002

2ηo
ẑ = 13.3ẑ W/m2

"�



��������������

�6'��7� �8)9
+� 	�	!�������	��! ��)	 ����������� �� .�		 ���!	 !����	� �� �)	���	 ���	� �. " �1B��� ��	 	�	!���!

@	�� )	!��� �. ��	 ��)	 �� ��)	� 
,

�

E = Ei(4x̂− j3ŷ)e−j3000z V/m

1��� �� ��	 )���	 �. ��	 !������� Ei8

.�������9
��	 ��������	 �. ��	 !������� )	!���

�

Eo ��

|
�

Eo| =
√

�

Eo ·
�

E
∗
o = Ei

√
(4x̂− j3ŷ) · (4x̂+ j3ŷ) = Ei

√
16 + 9 = 5Ei

%��� 47������ ����� �	 �
���� 〈�
S
〉

= 0.005ẑ =
(5Ei)

2

2ηo
ẑ W/m2

%��� ���� �	 @�� Ei = 0.02
√
ηo = 0.388  B��

��������������

��0 ����
�1�����

��	 ������9����� �. � ��)	 �� ��	 �	��	���! ����	 ���� ��	 ��� �. ��	 	�	!���! @	�� )	!��� ���!	� �� � @
	�
����� �� ���!	 �� ���	 �����	��	�� 3� ���	� �����' �� �	�!��
	� ��� ��	 	�	!���! @	�� )	!��� !����	� ����
���	 �� � @
	� ��!������ ��	 ������9����� �. � ��)	 .���� ���� ��	 �. ���		 !��	����	�;

�� 7����
 ����
�@�����9 ��	 	�	!���! @	�� )	!��� ��!�����	� ���, ����� ��	 ���	������ %�� 	
����	' �.
��	 	�	!���! @	�� )	!��� �� !��@�	� �� ��	 
/�
�� ��	� ��	 ��)	 �� ���	���, ������9	��

�� (�
	���
 ����
�@�����9 ��	 	�	!���! @	�� ��������� ������ �� ��	 ��)	 ��������	�' ���!��� ��� � !��!�	
�� ���	 ��!�	��	��

�� �������	�� ����
�@�����9 $������ �� !��!���� ������9�����' 	
!	�� ���� ��	 ����	 ���� 	�	!���! @	��
)	!��� ���!	� �� �� 	�����	 ����	�� �. � �	�.	!� !��!�	� <��� ���	�� ��� !��!���� ������9����� !�� 
	
������� �. �� ��	!��� !��	� �. 	������!�� ������9�����; ���	�� ������9����� �!!��� ��	� ��	 ���	����� �.
��	 	�����	 ����� ��	 ����� �
�� �� 9	��' ��� !��!���� ������9����� �!!��� ��	� ��	 ���	������ ����� ��	
����� ��� ����� �
	� ��	 	7����

%����	 ���� ���������	� ��	 �����	����� �. ��	 	�	!���! @	�� )	!��� .�� ���	��' !��!����' ��� 	������!�� ������9������
����������� �� ��	 ������)	 9/���	!���� �� �����	� �� 	�!� !��	�

(	�	��������� �. ��	 ������9����� �. � ��)	 !�� �.�	� �		� !��.������ E��	)	�' �. ,�� !���, ��� ��	
.�������� �,��	����! ������!� �� �� .����, ��������.������;

�� �� �	�	����	 ��	 ������9����� �. � ��)	' ,�� ���� ���> �� ��	 	
��	����� .�� ��	 	�	!���! @	�� �. ��	
��)	 
� 	�� 	
�� ����
�� ��	�	.��	' �. ��	 @	�� �� �� ������ .��� ,�� ���� !��)	�� �� ��	 ���	 �������

�� ��!> � !��)	��	�� ���� ����	
�� 
� ����� �� ���!� �� �
�	�)	 ��	 ��)	� %�� 	
����	' z = 0 �� �.�	� �
!��)	��	�� ��!����� .�� � ��)	 ����������� �� ��	 9/���	!�����

"�



������ 
��
	 &�� ������5�	��� �� ��	������� �� 	�� ����� 	��	 	�� ����	��� '��� ���	�� 	����� ��	 �� 	���
�� 	��  ��� �������	��� )�* 
 �������� ������5��  ���� �����	�� �	 �� ����� γ  �	� ������	 	� 	�� !+�!���
)�* 
 ���������� ������5��  ���� )�* 
� �����	������ ������5��  ����  �	� 	�� ��3�� �!�� �����	�� �	 �� �����
γ  �	� ������	 	� 	�� !+�!��� >����� ��� �������� ������5�	��� ��� �� 	�����	 �� �� ������� ����� �� �����	����
������5�	���� 4�	� 	��	 	���� '����� ������  ��� �������	��� �� 	�� ����	��� 5+�����	����

�� (	�	����	 ��	 ����
	��� ��� �

��	
�� �. ��	 	�	!���! @	�� )	!��� �� ���	 ������� ���	' .�� 	
����	
t = 0�

�� 3�!�	�	�� ���	 
, ���	 ����� )���	 δt ��� �	�	����	 ��� ��	 	�	!���! @	�� )	!��� �
��
����� �
	�
	
��� J�� ��, �.�	� !����	 ωt = π/2' ωt = π' ωt = 3π/2' ��� �� .���� �� !��)	��	�� ���	 ��!�	�	���
�� ���!� �� �
�	�)	 ��	 	�	!���! @	�� )	!���� (�	� ��	 ��� �. ��	 )	!��� ��!�����	 ����� � ���	 G���	��
������9�����H �� �����	 ��� ���!	 ��� �� 	�����	 �� � !��!�	8

"� 3. ��	 	�	!���! @	�� )	!��� �����	� ��� ���!	� ��� �� ���
��� �� � �

���' ��	� ,�� ���� �	!��	 ��	��	�
��	 ��)	 �� �����/���� �� �	.�/���� ������9	�� �� �� ����' ����� ,��� ����� ����
 �� ��	 ���	!���� �.
����������� ��� !���	 ,��� @��	��� 3. ,��� @��	�� ��	 !���	� �� ��	 ���	!���� ���� ��	 	�	!���! @	��
)	!��� �����	� �� ���	 �����	��	�' ��	� ��	 ��)	 �� 

��	#���� 	������!���, �� !��!�����, ������9	�� ����
�� ���������	� �� %����	 ����� 3. ��	 @	�� )	!��� �� �������� �� ��	 �����
	� ���	!����' ��	� ��	 ��)	 ��
���	#���� ������9	��

������ 
���	 6�	������	��� �� � ����	+���� ������5��  ����

""



��	 �
����, �� ��	���., ��	 ������9����� �. � �����!���� ��)	 �� )	�, ��������� �� ��	 ����, �. 	�	!�������	��!��
1	 �	
� ��	�	�� ��	!�@! 	
����	� �. ���	���,' 	������!���,' ��� !��!�����, ������9	� ��)	�� 3� 	�!� �. ��	�	
	
����	�' ��	 ��)	 ����������� �� �� ��	 ������)	 9/���	!����� 3� �	�	���' ���	)	�' ���� �� ��� ����,� ��	
!��	' �� ,�� ������ 
	 .������� ���� ��	 ���!	�� �. ��	���.,��� ������9����� .�� ��)	� ����������� �� ��,
���	!�����

��4�� 0������% 
�����.�� )�"��

������	� ��	 .�������� ������ 	�	!���! @	��;
�

E(z) = 2e−jkz ŷ G����"H

���)	����� 
�!> �� ��	 ���	 ������' ��	 	�	!���! @	�� ��
�

E(z, t) = 2 cos(ωt− kz)ŷ G����2H

���� ��)	 �� ���)	����� �� ��	 S9/���	!���� G��� �� �	 >��� ����8H� 1	 �	�	!� ��	 @
	� ��!����� z = 0 ��
���!� �� �
�	�)	 ��	 ��)	� +� z = 0' ��	 	�	!���! @	�� ��

�

E(z = 0, t) = 2 cos(ωt)ŷ G����-H

+� t = 0' ��	 @	�� )	!��� �� �������� ����� ��	 S,/�
��' ��� �� ���	 �����	��	� �� ���� ���, ��!�����	 �����
���� �
�� G�		 %����	 ����H� ��	�	.��	' ���� ��)	 �� �
���
�� ����

��� ����� ��	 ,/�
���

������ 
���	 &�� ����������� �� 	�� ����	��� '���  �	� 	��� )'!�� �	 z = 0* ��� 	��  ���
�

E(z, t) =
2 cos(ωt − kz)ŷ� &���  ��� �� �������� ������5�� ����� 	�� �+�!���

(�	� ���� �	�� ���� ��� ���	���, ������9	� ��)	� ���� ��	 �� ��	 
/ �� ,/�
��8 ��	 ����	� �� ��� ������	�
��	 .�������� ��)	' ���	��, �� ��� ���	/������ .���;

�

E(z, t) = 2 cos(ωt− kz)x̂− 2 cos(ωt− kz)ŷ G����#H

"2



+� ��	 �
�	�)����� ����� z = 0' ��	 	�	!���! @	�� ��
�

E(z = 0, t) = 2 cos(ωt)x̂ − 2 cos(ωt)ŷ G����*H

+� t = 0' ��	 	�	!���! @	�� )	!��� ��
�

E = 2x̂− 2ŷ� +� ωt = π/2' ��	 	�	!���! @	�� )	!��� ��
�

E = 0� +� ωt = π'

��	 	�	!���! @	�� )	!��� ��
�

E = −2x̂+ 2ŷ� ����!	 ���� ���!	 ��	 
/ ��� ,/!�����	��� �. ��	 	�	!���! @	�� ��	
��/����	' ��	, ���!	 ��� � ���	 �� ����� �� %����	 ���"� ���� ��)	 �� �
���
�� ����

���' 
�� ���	��	� �� ��
����	 �. γ = 135◦ ���� �	��	!� �� ��	 
/�
�� G�	.	� �� %����	 ����H�

������ 
��
	 &�� ����������� �� 	�� ����	��� '���  �	� 	��� )'!�� �	 z = 0* ��� 	��  ���
�

E(z, t) =
2 cos(ωt− kz)x̂− 2 cos(ωt− kz)ŷ� &��  ��� �� �����	�� �	 �� ����� �� γ = 135◦  �	� ������	 	� 	�� !+�!���

��4�� ���������% 
�����.�� )�"��

���!���� ������9����� ���, �!!��� ��	� ��	 ��� !�����	��� �. ��	 	�	!���! @	�� )	!��� ��)	 	7��� ��������	�
��� ��	 90◦ ���/�./����	 ���� �	��	!� �� 	�!� ���	�� %�� 	
����	' !�����	� ��	 .�������� 	�	!���! @	��;

�

E(z, t) = 2 cos(ωt− kz)x̂+ 2 sin(ωt− kz)ŷ G����0H

%�
��� ��� �
�	�)����� ����� �� z = 0' �	 �		 ���� ��	 @	�� )	!��� �� t = 0 ��
�

E = 2x̂� 1�	� �	 ��!�	�	��
���	 �� ωt = π/2' ��	 	�	!���! @	�� )	!��� ��

�

E = 2ŷ� +� ωt = π' ��	 	�	!���! @	�� )	!��� ��
�

E = −2x̂� 3. �	
!������	 ���� ���!	��' �	 �		 ���� ��	 )	!��� �����	� �� ����� �� %����	 ���2� <	!���	 ��	 ��������	 �. ��	

/ ��� ,/!�����	��� ��	 	7���' ���� �	�!��
	� !��!���� ������9������ ���!��� ��	 ����
 �. ,��� ����� ����
�� ��	 ���	!���� �. ����������� G������)	 9/���	!����H ��� !������ ,��� @��	��' ,�� ���� @�� ���� ��	 )	!���
�����	� �� ��	 ���	!���� �. ,��� !������ @��	��� ��	�	.��	' ���� ��)	 �� 

��	#���� �

����
�� ����

����

��� !�����	� ��	 	�	!���! @	��
�

E(z, t) = 2 cos(ωt− kz)x̂− 2 sin(ωt− kz)ŷ G�����H
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������ 
���	 &�� ����������� �� 	�� ����	��� '���  �	� 	��� )'!�� �	 z = 0* ��� 	��  ���
�

E(z, t) =
2 cos(ωt − kz)x̂ + 2 sin(ωt − kz)ŷ� &���  ��� �� ����	+���� ���������� ������5���

1�	� �	 @
 ��� �
�	�)����� ����� �� z = 0' �	 �		 ���� ��	 @	�� )	!��� �����	� �� ��	 �������	 ���	!����'
�� ����� �� %����	 ���-� 3� ���� !��	' ,�� ���� @�� ���� ��	� ,�� ����� ,��� �	.� ����
 �� ��	 ������)	
9/���	!����' ,��� @��	�� ���� !��� �� ��	 ���	!���� �. ��������� ��	�	.��	' ���� ��)	 �� ���	#���� �

����
��
����

����

��4�� 1���
������% 
�����.�� )�"��

$��!	 ���	�� ��� !��!���� ������9����� !�� 
	 ������� �. �� ��	!��� !��	� �. 	������!�� ������9�����' �	 �
����
	������!�� ������9����� ��, ���	 ���� ��	 ��)	 ���� ��	 	
��
�� ���	�� �� !��!���� ������9������ 3� ���	�
�����' �������� ����������� �� ��	 9/���	!����' 	������!�� ������9����� �� �
����	� ��	� ��	 	�	!���! @	�� ���
!�����	��� �� ��	 
/ ��� ,/���	!����' 
�� ����	 !�����	��� ��	 ��� 90◦ ���/�./����	 ���� �	��	!� �� 	�!�
���	� ���B�� ��)	 ��C	�	�� ��������	�� +� �� 	
����	' !�����	���� ��	 .�������� @	��;

�

E(z, t) = cos(ωt− kz)x̂+ 2 sin(ωt− kz)ŷ G�����H

+� 
	.��	' �	 �
�	�)	 ��	 ��)	 �� ��	 @
	� ��!����� z = 0;
�

E(z = 0, t) = cos(ωt)x̂+ 2 sin(ωt)ŷ G�����H

+� t = 0' ��	 	�	!���! @	�� )	!��� ��
�

E = x̂� 1�	� �	 ��!�	�	�� ���	 �� ωt = π/2' ��	 	�	!���! @	�� )	!���
��

�

E = 2ŷ� +� ωt = π' ��	 	�	!���! @	�� )	!��� ��
�

E = −x̂� ���������� ��	 ���!	��' �	 @�� ���� ��	 	�	!���!
@	�� )	!��� ���!	� ��� �� 	�����	' �� ����� �� %����	 ���#� ���!��� ,��� ����� ����
 �� ��	 ���	!���� �.
����������� GS9H' ,��� @��	�� !��� �� ��	 ���	 ���	!���� �� ��	 �������� �. ��	 @	�� ���� ��!�	����� ���	�
��	�	.��	' ���� ��)	 �� 

��	#���� ���
�	
����� ����

���' ���� ��	 ����� �
�� �. ��	 	�����	 �����	� ���� ��	
,/�
���

"#



������ 
���	 &�� ����������� �� 	�� ����	��� '���  �	� 	��� )'!�� �	 z = 0* ��� 	��  ���
�

E(z, t) =
2 cos(ωt − kz)x̂ − 2 sin(ωt − kz)ŷ� &���  ��� �� ���	+���� ���������� ������5���

������	� �	
� ��	 .�������� @	��;

�

E(z, t) = 2 cos(ωt− kz)x̂− 2 cos(ωt− kz − π/4)ŷ G�����H

+� ��	 @
	� ��!����� z = 0 ��	 @	�� ��
�

E(z = 0, t) = 2 cos(ωt)x̂− 2 cos(ωt− π/4)ŷ G����"H

��� �	 �		 ���� �� t = 0' ��	 	�	!���! @	�� )	!��� ��
�

E = 2x̂−
√

2ŷ� 1�	� �	 ��!�	�	�� ���	 �� ωt = π/2'
��	 	�	!���! @	�� )	!��� ��

�

E = −
√

2ŷ� +� ωt = π' ��	 	�	!���! @	�� )	!��� ��
�

E = −2x̂+
√

2ŷ� ���������� ��	
���!	��' �	 @�� ���� ��	 	�	!���! @	�� )	!��� ���!	� ��� �� 	�����	 �� ����� �� %����	 ���*� ��	 ����� �
��
�. ��	 	�����	 �� ���	��	� �� �� ����	 �. γ = 135◦ ���� �	��	!� �� ��	 
/�
�� G�	.	� �� %����	 ����H� ��	!>���
��	 ���	!���� �. ��������' �	 �		 ���� ���� ��)	 �� ���	#���� ���
�	
����� ����

����

+� !�� 
	 �		� .��� ��	 	
����	�' ��	 ��F!���, �. ��	!�.,��� ������9����� ��!�	��	� �� ��	 @	��� 
	!��	
���	 !����	
� (	�	������� ��	 ������9����� �. � ��)	 �� .����	� !�����!��	� 
, ��	 .�!� ���� ��	 ��)	� ��
��� ����,� ��������	 ����� ��	 9/���	!����' ��� ��, ��� 
	 ��)	� �� �	��� �. ��	 	�	!���! @	��� 3� �	�	���'
������' �� ���� �� ��	 ��	�� ������	� ��	)�����, ��	 �	�.���	�' ��	 ������9����� ���� 
	 �!!����	�, ��	���@	��

��2 %���
���� ��������

?��� ��	 !����	���� �. ���� !����	�' ,�� ������ 
	 �
�	 ��;

• �	!��� 5�
�	��6� 	7������� 
��	� �� ��,��!�� �����	����

• �	!��� ��	 ���	� �. ��� ��	 	�	!�������	��! @	��� 7�������	� ��� ��	�� ������

"*



������ 
���	 &�� ����������� �� 	�� ����	��� '���  �	� 	��� )'!�� �	 z = 0* ��� 	��  ���
�

E(z, t) =
cos(ωt− kz)x̂+2 sin(ωt− kz)ŷ� &���  ��� �� ����	+���� �����	������ ������5���  �	� 	�� ��3�� �!�� �����	��
����� 	�� �+�!���

• (	��)	 ��	 ��)	 	7������� .�� ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	��� 
��	� �� �	!���	!���� �. 5�
�	��6�
	7������� ��� �	�!��
	 ��	 ���	��,��� ������������

• (	�!��
	 ��	 !��!	�� �. � ����	 ��)	 ��� ��, ��	 ����	 ��)	 �� .�����	���� �� ��	 �	�	��� ���	�/
�������� �. ��	 ����������� �. 	�	!�������	��! ��)	��

• ?��	������ ���� �� �	��� 
, ��	 ��)	 )	!���' ��	 �>/)	!��� ���.�!	'� ��� ��� ��,��!�� ���	���	�������

• 4
����� ���� �� �	��� 
, ��	 .�������� �� �	������ �� ���	���� ����	���	�; �����	�	���B�������	�	���'
��������!B����������!' ���	��B������	��' ���	 )������B��)������' ��� ����	���)	B�������	���)	�

• ?��	������ ��	 ��������!	 �. ��	 ����������� !������� ��� ��	 ��)	 ���	���!	 �� �	�!��
	 ��)	
�����������' �	�����	�� �. ��	 �,�	 �. �	���� �� ���!� ��	 ��)	 �� ������������

• �	!��� ��	 ������� ��� �	������ �	����������� �. ��	 	�	!���! @	�� ���	����,' ����	��! @	�� ���	����, ���
��	 ��)	 )	!��� �� �����	�� �	��� ��� ����, �	����

• (	��)	 ��	 !����	
 �	������)��, .��� @��� ����!���	�' ��� ���	������ ��	 ����)����� .�� �	@���� �
!����	
 �	������)��, �� � ����, �	�����

• ?��	������ ��	 �����!����� �. � !����	
 ��)	 )	!��� ��� !����	
 ���	���!	 �� �	�!��
	 ����	 ��)	
����������� �� ����, �	����' ��� ��� ��	�	 7�������	� ������., �� �	�!��
	 ��)	 ����������� �� ����
��	�	!���!� ��� ���� !����!����� J�� ������ ���� 
	 �
�	 �� ���� ��� � ���� !����!��� ������!�	� �
�	�.	!� !����!��� �� ��	 ����� �� ��	 !����!��)��, ������!�	� ��@���,�

• (	@�	 ��� ����, ��	 .�������� 7�������	�; ���� ����	��' �>�� �	���' �	!�
	�� ��� �	�	���

20
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���	 &�� ����������� �� 	�� ����	��� '���  �	� 	��� )'!�� �	 z = 0* ��� 	��  ���
�

E(z, t) =
2 cos(ωt − kz)x̂ − 2 cos(ωt − kz − π/4)ŷ� &�� ��3�� �!�� �� 	�� ������� �� �����	�� �	 �� ����� �� γ = 135◦

 �	� ������	 	� 	�� !+�!���

• ?��	������ ��	 ��,����� )	!��� ��� ��	 ��	 !����	
 ��,����� )	!��� �� �	�	����	 ��	 �)	���	 ���	�
A�� �. � ����	 ��)	 �� �����	�� ��� ����, �	����

• (	@�	 ���� �� �	��� 
, ��	 ������9����� �. � ��)	' ��� 
	 �
�	 �� ��	!�., ��	 ������9����� �� �	��� �.
���	��' !��!���� ��� 	������!�� ������9������
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>���
�	� >�
�@ 3�)!*4�)& 5

������ ��� �			' ( ���	� 	
&� �� ��		 ��� �� ��� ���#���� �� ��		���' 
� �
�� �	�
�������"

 ����� ��� ��+�
���
�� ��	
� 
����
�
�# ��		�� ��+�
��� ����� 
�������� �
�� ��� 
�

���� ����� , ��� 
�

���
� 
� ����

�	 , ��� #
��
�
�� �� �����
�# ����� 
� ��� �
�� (� ��� ���� ���� 	��#��� 
�	
�	���� ���" ��� ��		� ����� �����"��� ��� ����
�������
�� ��� ���
��� ��� ( ��	
��� ���� �� 
����� �����	 ��� ����	����� ������ �� ����� 
� ���� ���
� �� 
	���	�
�� ��� ����	����� ������ �� ��
� �	�
�������"

 �����#��
��� ��� ���� ���� 
�� �� �����"
��� ���� �

�����	�
��� �� 
�� "������ ��� ����	��#�� 
� �� �����"�	� �
��
� "������ 
��
��
� ��� �			' -��� ��� ��&�� "�

� .��	
� 
� ( ��� 
���
�� ����� �����
"���� �� ������ ( ��� ����
�# 
"������� �� ��		 ��� �� ��� �
"�� /���
�������� ( ���� "��� ��"� ���#���� ��

� ��"	� �����	
���� ��� ��	��
����
� ������� 	
#�� ��� �	�
��


�� ���
��

� ( �" ���
��� �� ��		 ��� �������

I4
���!�� .��� �	��	�� 
, E	����!� E	��9 �� E	����� )�� E	������9
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3� ��	 ��	)���� !����	�' �	 .�!��	� �� 	�	!�������	��! ��)	� ����������� �� ���@���	� �	���� ��	 �	
�
��	� �� �� 	
����	 ��	 !���	7�	�!	� �. � ��)	 ��	� �� �	�!�	� � 
������, 
	��		� ��� ���������� �	����
1���	 ���� ���	��� � �����	 ���
�	�' ��	 
	��)��� �. 	�	!�������	��! ��)	� �� � 
������,' �� ���	�.�!	'
�� !����	
 ��� .��� �. �������	�� ���� �� � )	�, ��������� !����	�' ���!	 ���� 	�	!�������	��! ���
�	�� �.
���	�	�� �� 	����		�� ��)��)	 ��)	� ����������� ������� �� ����� ���	�.�!	�� 1	 
	��� ��	 !����	� ���!������
��	 
������, !��������� .�� � ��)	 �� � �����	 ���	�.�!	� ���� �� ��	� 	
�	��	� �� � ���!������ �. ��)	�
����������� ������� �������	 ���	�.�!	��

��� 3�����
/ ����������

��	 
������, !��������� �	���	 ��	 	�	!�������	��! @	��� ��� A�
	� �� 	���	� ���	 �. �� ���	�.�!	 
	��		�
��� �	���� :	� �� �	.	� �� ��	 ��� ���������� ���	���� �	����� �� ��	���� �� ��� ��	���� ��� +����	 ����
� ��)	 ����������� �� �	���� � �� ��!��	�� ���� � 
������, 
	��		� �	����� � ��� �� 1	 @��� �	@�	 �
���� )	!���' n̂21' ���� �� ������ �� ��	 ������ ���	�.�!	 ��� ������ .��� �	���� � ���� �	���� �' �� �����
�� %����	 ���� +������� �	 ���� ��� ���� ��	 �	����� �	�	' �� !�� 
	 ����� ���� ��	 	�	!���! ��� ����	��!
@	��� �� 	���	� ���	 �. ��	 ���	�.�!	 ���� �����., !	����� 
������, !���������� G%�� � �	����	� �	��)����� �.
��	 
������, !���������' �	.	� ��; (� P� ��	���  
��� ��� !��� ����	
������	
��� +������/1	��	,' �*#*'
����� 4������� ��� ��2/��� U ��*/��0�H

��	 
������, !��������� ����	 ���� ��	 	�����	
�� !�����	��� �. ��	 	�	!���! @	��� G��	 !�����	���
������	� �� ��	 ���	�.�!	H ��	 !��������� �!���� ��	 ���	�.�!	� 3� ������ .��� ���� !�������� ��

n̂21 ×
�

E1 = n̂21 ×
�

E2 G���H

��	 	�����	
�� !�����	��� �. ��	 ����	��! @	��� ��	 �	���	� 
,

n̂21 ×
�

H1 = n̂21 ×
�

H2 +
�

Js G���H

��	�	
�

Js �� � ���.�!	 !���	��' ���� ����� �. +B�� ���� 	7������ ����	� ���� ��	 ����	����� !�����	��� �.

��	 ����	��! @	�� ��C	� �!���� ��	 ���	�.�!	 
, ��	 ������
�

Js� E��	)	�'
�

Js = 0 �� ��� !��	� �����	 ��	�
�	���� � �� � �	�.	!� !����!���O 3. �	���� � �� �	�.	!��, !����!����' ��	 ����	��! @	�� �� �	���� � �� 9	��

G
�

H2 = 0H ���!� .��!	� � ���.�!	 !���	�� �� 	
����

������ ���	 
� ����	�������	��  ��� �������	 �� �� ��	������ ��	 ��� 	 � ������ &�� ���	 ���	�� n̂21 ��
��'��� �� ����	��� ��	� ������ - )	�� �������	 ������*�

��	�	 ��	 �� ���������� ��� 
������, !��������� ���� �	���	 ��	 	�	!�������	��! A�
 �	�����	� �� 	�/
��	� ���	 �. ��	 ���	�.�!	� 3� !�� 
	 ����� ���� ��	 ��
��� !�����	��� �. ��	 	�	!���! A�
 �	�����	� G��	

2"



!�����	��� �	��	���!���� �� ��	 ���	�.�!	H ��	 �	���	� 
,

n̂21 ·
�

D1 = n̂21 ·
�

D2 + ρs G���H

��	�	 ρs �� � ���.�!	 !����	 �	����, ���� ����� �B�
�� 3. ��	 ��� �	����� ��	 ��	�	!���!�' ��	� ρs = 0 ���	��

.�		 !����	� 	
��� �� ��	 ���	�.�!	 
	��		� ��	 ��� �	���� 3� !�� ���� 
	 ����� ���� ��	 ��
��� ����	��!
A�
 �	�����	� ��	 !���������' ��	�

n̂21 ·
�

B1 = n̂21 ·
�

B2 G���H

��	�	 .��� 
������, !��������� ��	 ���	 ���� �	 �		� �� !����	�	�, ��	!�., ��	 @	��� �� ��	 ���	�.�!	�
1	 !�� ���)	 ��	 ���	�.�!	 ���
�	� ����� 	���	� ��	 ����	����� �� ��	 ������ 
������, !���������� <	!���	'
�� �	�	���' �	 �� ��� >��� ρs �� �� 	���	� �� ��	 ��	 ����	����� !���������� %�� ���� �	����' �	�	��� ���������
�� ���	�.�!	 ���
�	�� ��	 .���� 
, ���!���� G�	����� 	7���H ��	 	�����	
�� ����	

� ����� ��� ��	 	�����	
��
�����	
� ����� �� ��	 ���	�.�!	 
	��		� ��	 ��� �	����

3. �	���� � �� � �	�.	!� !����!���' ��	� ��� �. ��	 	�	!�������	��! @	��� �� �	���� � ���� 
	 9	��� ����
�	��� ���� ��	 
������, !��������� �� � ��
���	�� ������	
�� 
�	�
���� ��	;

n̂21 ×
�

E1 = 0 G��"H

n̂21 ×
�

H1 =
�

Js G��2H

n̂21 ·
�

E1 = ρs/ε1 G��-H

n̂21 ·
�

H1 = 0 G��#H

����!	 ���� ����	 ��	 	�����	
�� ����	

� ���� ��� ��	 ��
��� �����	
� ���� ���� 
	 9	�� �� � �	�.	!��,
!����!���� 
������,' ��	 ��
��� ����	

� ���� ��� 	�����	
�� �����	
� ���� ��	' �� �	�	���' ���9	���

��� 
�
��� %�������� �� � ��
"��� ��������


+����	 ���� � ����	 ��)	 ����������� �� .�		 ���!	 �� ��	 9/���	!���� �� ��!��	�� �� � �	�.	!� !����!����
%�� ������!��,' �	 ���� .�!�� �� ��	 !��	 �. ������ ��!��	�!	� 1	 ���� ����� ��� !��������	 �,��	� ��!� ����
��	 ���	�.�!	 
	��		� ��	 .�		 ���!	 �	���� ��� ��	 �	�.	!� !����!��� �� ��	 z = 0 ����	� 1������ ���� �.
�	�	�����,' �	 !�� �����	 ��� !��������	 �
	� ��!� ���� ��	 	�	!���! @	�� )	!��� ������ �� ��	 ,/���	!���� ���
��	 ��!��	�� ��)	 ��������	� �� ��	 ������)	 9/���	!����' �� ����� �� %����	 ���� ?���� ������ ��������' �	
!�� ����	 �	�	��� 	
��	������ .�� ��	 ��!��	�� ��� �	A	!�	� @	���� 3� ������ .���' ��	 ��!��	�� 	�	!���! ���

����	��! @	��� ��	 G�	!��� ����
�

H = k̂ ×
�

E/η' ��	�	 η �� ��	 ��)	 ���	���!	 �. ��	 �	����H

�

Ei = Eie
−jkoz ŷ G��*H

�

Hi =
−Ei
ηo

e−jkozx̂ = Hie
−jkozx̂ G���0H

��	�	 Ei �� ��	 ��������	 �. ��	 ��!��	�� 	�	!���! @	�� ��� Hi �� ��	 ��������	 �. ��	 ��!��	�� ����	��! @	���
��	 �	A	!�	� @	��� ��������	 �� ��	 ����	
�� 9/���	!����' ��� ��	 ��	�	.��	

�

Er = Ere
+jkoz ŷ G����H

�

Hr =
Er
ηo
e+jkoz x̂ = Hre

+jkozx̂ G����H

22



��	�	 Er ��� Hr ��	 ��	 ��������	� �. ��	 �	A	!�	� 	�	!���! ��� ����	��! @	���� ���	 ���� 
��� ��	 ��!��	��
��� �	A	!�	� @	��� ��������	 ������� ��	 .�		 ���!	 �	���� ���� ��	 ����������� !������� ko = ω

√
μoεo =

ω/c� +���' �	!��� ���� ��	 ���	���!	 �. .�		 ���!	 �� ηo =
√
μo/εo ≈ 377 Ω�

�	!��� ���� �	 ��	)�����, 	���
����	� ���� �� ����	

� �
 �����	
� ����� ��� ��
�	 
��
�� � ��
���	 ���#
���	�
� ��	�	.��	 ��	 ���������	� @	��� ��	

�

Et = 0 G����H

�

Ht = 0 G����H

������ ��
	 7����	�	��� �� 	�� �������	� ��1��	��� ��� 	������		�� '���� �	 	�� ��	������ ��	 ��� ����
����� ��� � ������	�� ������	��� ������� �	 ������ ����������

1	 ���� �	
� �	���	 ��	 ��������	 �. ��	 �	A	!�	� @	�� �� ��	 ��!��	�� @	�� ��������	� �� �� ����' �	
����, ��	 
������, !�������� .�� ��	 ����	����� 	�	!���! @	��� G47������ ��"H �� ��	 ���	�.�!	 
	��		� ��	
��� �	����� �� z = 0;

− ẑ ×
�

Ei(z = 0) − ẑ ×
�

Er(z = 0) = 0 G���"H

$�
��������� ��	 	
��	������ .�� ��	 	�	!���! @	��� ���� ���� 	7������ ,�	���;

Ei + Er = 0 G���2H

%��� ����' �	 �
���� �� 	
��	����� .�� ��	 ����	

� ���� 
�"��	
�� ���0�
��	 .��� � �	�.	!��, !����!����
���	�.�!	 �� ��
��� 
��
�����;

Γ =
Er
Ei

= −1 G���-H

��,��!���,' ���� �	��� ���� ��	 	�	!���! @	�� 	
�	��	�!	� � 180◦ ����	 ���.� ���� �	A	!���� .��� � �	�.	!��,
!����!���� ���	�.�!	' 
�� �� !����	 �� ��������	� ��	 ����� 	�	!���! @	�� �� �	���� � ��

�

E1 = Eie
−jkoz ŷ − Eie

+jkoz ŷ = Ei(e−jkoz − e+jkoz)ŷ

2-



= −j2Ei sin (koz) ŷ G���#H

�����.������ 
�!> �� ��	 ���	 ������' ��	 ����� 	�	!���! @	�� �� �	���� � ��

�

E1(z, t) = Re
{
−j2Ei sin (koz) ejωt

}
ŷ = 2Ei sin (koz) sin (ωt) ŷ G���*H

����!	 ���� ��	 ����� ����	����� 	�	!���! @	�� ��������	 �� ����,� 9	�� �� z = 0' �� 	
�	!�	�� 3� ��������'
��	 ����� 	�	!���! @	�� �� ����,� 9	�� �. koz �� ��� �������	 �. π� ��	�	 ��!������ ��	�	 ��	 @	�� �� ����,�
9	�� �� ��� !����	 ���� ���	' 
�� ����	�� ��	 @
	�� ���� @
	� ������� �� !���	� � ��������� ��)	'� ���!�
�	 ���� ���!��� �� ��	��	� �	���� ���	� �� ��	 !����	��

1��� ����	�� �� ��	 ����	��! @	�� ��	� �� �� �	A	!�	� .��� ��	 �	�.	!��, !����!���� 
������,8 %���
47������� ���0 ��� ���� �	 @�� ���� Hi = −Ei/ηo ��� Hr = Er/ηo� ?���� ��	�	 �	�����' �	 @�� ���� ��	
����	��! @	�� 	
�	��	�!	� � �	A	!����

Hr

Hi
=

Er/ηo
−Ei/ηo

= −Γ = +1 G���0H

���� �	��� ���� ��	 ����	��! @	�� 	
�	��	�!	� �� ����	 ���.� �� ��������	 !����	 ���� �	A	!���� .��� �
�	�.	!��, !����!���� ���	�.�!	 �� ������ ��!��	�!	O ���� �	��� ���� ��	 ����� ����	��! @	�� �� �	���� � ��

�

H1 = Hie
−jkozx̂+Hie

+jkozx̂ = Hi(e−jkoz + e+jkoz)x̂

= 2Hi cos (koz) x̂ =
−2Ei
ηo

cos (koz) x̂ G����H

�����.������ �� ��	 ���	/������' ��	 ����� ����	��! @	�� ��

�

H1(z, t) = Re
{
−2Ei
ηo

cos (koz) ejωt
}
x̂ =

−2Ei
ηo

cos (koz) cos (ωt) x̂ G����H

%��� ��	�	 �	�����' �	 ��>	 �	)	��� �
�	�)������;

�� ��	 ��!��	�� ��� �	A	!�	� 	�	!���! @	��� ��C	� ���, �� ���� ��� ���	!���� �. ������������

�� ��	 ��!��	�� ��� �	A	!�	� ����	��! @	��� ��C	� ���, �� ���	!���� �. ������������

�� ��	 ����� ����	��! @	�� �� ��	 ���	�.�!	 �. ��	 �	�.	!� !����!��� Gz = 0H �� ��� 9	��O 3���	��' �� ���
� ��������	 |

�

H1(z = 0)| = 2Ei/ηo� ���� �	��� ���� ��	�	 ���� 
	 � ���.�!	 !���	��'
�

Js' A����� ��
��	 ���	�.�!	 G�		 47������ ��2H�

:	� �� ��� ���)	 .�� ��	 ���.�!	 !���	�� A����� �� ��	 ���	�.�!	� %��� 47������ ��2 �	 @��

�

Js = n̂21 ×
�

H1(z = 0) = −ẑ ×
(
−2Ei
ηo

x̂

)
=

2Ei
ηo

ŷ G����H

���� !���	�� 	
���� ���, �� ��	 ���.�!	 �. ��	 �	�.	!� !����!���� ����!	 ���� ��	 ���.�!	 !���	�� �� ��	
���	�.�!	 ����,� A��� �� ��	 ���	!���� �. ��	 	�	!���! @	��� 3� ���� 	
����	' �. ���� ����� ��	 !�� �� ��	
!����!���� ����	 �� ��	 ,/���	!���� ��	 !���	�� ���� ��� 
	 ������
	� �����@!����,� E��	)	�' �. � ���� ���� ��
!�� �� ��	 
/���	!����' ��	 !���	�� A�� ���� 
	 �����@!����, ������
	�' ��� �	�!	 ��	 �	A	!���� ����	���	� �.
��	 ���.�!	 ���� 
	 ���	�	� ��	���,�

��������������

�6'��7� �8�9
+ �0 5E9 ����	 ��)	 �� .�		 ���!	 �� �������, ��!��	�� �� � �	�.	!��, !����!���� �	����� ��	 ���	�.�!	


	��		� ��	 .�		 ���!	 ��� �	�.	!��, !����!���� �	����� �� ��	 z = 0 ����	� ��	 	�	!���! @	�� ��� �� ��������	

2#



�. �00  B� ��� �� ������9	� �� ��	 
/���	!����� %��� ��	 ������ 	
��	������ .�� ��	 ��!��	�� ��� �	A	!�	�
	�	!���! ��� ����	��! @	���' ��� ��	 ���	/������ 	
��	����� .�� ��	 ����� 	�	!���! @	�� �� ��	 .�		 ���!	
�	�����

.�������9
��	 ��)	 )	!��� �. ��	 ��!��	�� ��)	 ��

�

ko =
ω

c
ẑ =

2π × 20 × 106

3 × 108
ẑ = 0.4ẑ

�	.	����� �� %����	 ���' ��	 ��!��	�� 	�	!���! ��� ����	��! @	��� ��	

�

Ei = Eie
−j

�

ko·
�
r = 100e−j0.4zx̂ V/m

�

Hi =
1
ηo
k̂ ×

�

Ei =
(

1
120π

ẑ

)
×
(
100e−j0.4zx̂

)
=

5
6π
e−j0.4z ŷ A/m

%�� � �	�.	!��, !����!���� ���	�.�!	 ��	 	�	!���! @	�� �	A	!���� !�	F!�	�� �� Γ = −1� +���' ��	 �	A	!�	�
@	��� ��������	 �� ��	 /9 ���	!����' �� ��	 ���� �. ��	 	
���	�� ���� 
	 !����	�� ��	 �	A	!�	� @	��� ��	

�

Er = ΓEie+j0.4z x̂ = −100e+j0.4zx̂ V/m

�

Hr =
1
ηo
k̂ ×

�

Er =
1

120π
(−ẑ) ×

(
−100e+j0.4zx̂

)
=

5
6π
e+j0.4z ŷ A/m

���	 ���� ��	 �	A	!�	� ����	��! @	�� !���� 
	 .���� ���	!��, .��� ��	 ��!��	�� ����	��! @	�� ����� ��	
����	��! @	�� �	A	!���� !�	F!�	�� �. S� �� � �	�.	!� !����!���� ��	 ����� 	�	!���! @	�� �� ��	 .�		 ���!	
�	���� G�	���� �H �� .���� 
, ������ ��	 ��!��	�� ��� �	A	!�	� @	���;

�

E1 =
�

Ei +
�

Er = 100e−j0.4zx̂− 100e+j0.4zx̂ = 100
(
e−j0.4z − e+j0.4z

)
x̂

= 100[cos(0.4z)− j sin(0.4z)− cos(0.4z) − j sin(0.4z)]x̂

= −j200 sin(0.4z)x̂ V/m

���)	����� �� ��	 ���	/������' ��	�	 ω = 2π × 20 × 106 = 120 × 106π;

�

E1(z, t) = Re
{�

E1e
jωt
}

= Re
{
−j200 sin(0.4z)ejωt

}
x̂

= Re {−j200 sin(0.4z)[cos(ωt) + j sin(ωt)]} x̂

= 200 sin(0.4z) sin(120 × 106πt)x̂ V/m

��������������

�6'��7� �8�9
%��� ��	 ���.�!	 !���	��'

�

Js' A����� �� ��	 ���	�.�!	 �� ��	 ��	)���� 	
����	�

.�������9
�� @�� ��	 ���.�!	 !���	��' �	 ���� @��� @�� ��	 ����� ����	��! @	�� �� �	���� � �� ��	 
������,� ��	

����� ����	��! @	�� �� ��	 
������, �� �����, ��	 �������� �. ��	 ��!��	�� ��� �	A	!�	� @	��� �� z = 0;
�

H1(z = 0) =
�

Hi(z = 0) +
�

Hr(z = 0)

2*



������ ���	 �������	 ��� ��1��	�� '��� ���	��� ��� =!����� -� 4�	��� 	��	 	���� ��� �� '���� ������ ��
	�� ������	 ������	���

=
5
6π
ŷ +

5
6π
ŷ =

5
3π
ŷ

��	 ���.�!	 !���	�� �� ��	� .���� .��� 47������ ��2' ��	�	 ��	 ���� )	!��� �������� .��� �	���� � ���� �	����
� �� −ẑ;

�

Js = n̂21 ×
�

H1 =

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ
0
0

0
5
3π

ẑ
−1
0

∣∣∣∣∣∣ =
5
3π
x̂ A/m

����!	 ���� |
�

Js| = 2Ei/ηo �� 	
�	!�	��

��������������

��� 
�
��� %�������� �� � 4������
��

3� ��	 ��	)���� �	!����' �	 !�����	�	� ������ ��!��	�!	 �� � �	�.	!� !����!���' ���!� ��� ������@	� 
, ��	
.�!� ���� �� @	��� 	
��� �����	 �. ��	 �	�.	!� !����!���� 1	 �	
� !�����	� ��	 ���
�	� �. �	A	!���� ���
������������ .��� �� ���	�.�!	 
	��		� .�		 ���!	 ��� � ��	�	!���! �	����� 3� ���� !��	' ���������	� @	���
���� 	
��� �� ��	 �	!��� �	����� +����	 ���� � ����	 ��)	 ����������� �� .�		 ���!	 �� ��	 9/���	!���� ��
�������, ��!��	�� �� � ��	�	!���! �	�!��
	� 
, ��	 �����	�	�� ε2 ��� μo� ?���� ������ ��������' �	 �����
����	 �	�	��� 	
��	������ .�� ��	 ��!��	��' �	A	!�	�' ��� ���������	� @	���� $������ �� ��	 ��	)���� �	!����'
��	 ��!��	�� 	�	!���! ��� ����	��! @	��� ��	

�

Ei = Eie
−jkoz ŷ G����H

�

Hi =
−Ei
ηo

e−jkozx̂ = Hie
−jkozx̂ G���"H

-0



�

Er = Ere
+jkoz ŷ G���2H

�

Hr =
Er
ηo
e+jkoz x̂ = Hre

+jkozx̂ G���-H

��	 ���������	� @	��� ��)	 ��	 .���
�

Et = Ete
−jk2z ŷ G���#H

�

Ht = −Et
η2
e−jk2zx̂ = Hte

−jk2zx̂ G���*H

��	�	 Et ���Ht ��	 ��	 ��������	� �. ��	 ���������	� 	�	!���! ��� ����	��! @	��� �� z = 0� ��	 ���������	�
@	��� ��������	 ������� ��	 ��	�	!���! ���	���� ���� ��	 ����������� !������� k2 = ω

√
μoε2� ��	 ���	���!	

�. ��	 ��	�	!���! ���	���� �� η2 =
√
μo/ε2� ��	 @	��� ��	 ���������	� �� %����	 ����

������ ���	 7����	�	��� �� 	�� �������	� ��1��	��� ��� 	������		�� '���� �	 	�� ��	������ ��	 ��� ����
����� ��� � ������	��� ������� �	 ������ ����������

1	 ����� �	���	 ��	 ��������	� �. ��	 �	A	!�	� ��� ���������	� @	��� �� ��	 ��!��	�� @	�� ��������	�
1	 ����, ��	 
������, !�������� .�� ��	 ����	����� 	�	!���! @	��� G47������ ���H �� ��	 ���	�.�!	 
	��		�
��	 ��� �	�����' ���!� ,�	���

Ei + Er = Et G���0H

3� � ������� ����	�' �	 ����, ��	 
������, !�������� .�� ��	 ����	����� ����	��! @	��� G47������ ���H ��
z = 0' ���!� �	����� ��

− Ei
ηo

+
Er
ηo

= −Et
η2

G����H

<, !��
����� 47������� ���0 ��� ���� �	 �
���� �� 	
��	����� .�� ��	 ����	

� ���� 
�"��	
�� ���0�
��	 .���
� ��	�	!���! ���	�.�!	 �� ��
��� 
��
����� G�	.	� �� +��	���
 � .�� �	�����H;

Γ =
Er
Ei

=
η2 − ηo
η2 + ηo

G����H

-�



3� � ������� ����	�' �	 �	��)	 ��	 ������������ !�	F!�	�� �� �	���	 ��	 ���������	� 	�	!���! @	�� ��������	
�� ��	 ��!��	�� @	�� ��������	� ?���� 47������� ���0 ��� ���� �	 @�� G�	.	� �� +��	���
 � .�� �	�����H;

T =
Et
Ei

=
Er + Ei
Ei

= Γ + 1 =
2η2

η2 + ηo
G����H

$��!	 ��	 ��� ���	����� ��	 �����	��' ��	 ���	���!	 �� � �	�� 7������, ���� !�� 
	 	
��	��	� �� �	��� �. ��	
���	
 �. �	.��!���� �. ��	 ���	���� �� η = ηo/n� 3� ���� !��	' ��	 �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� !��

	 �	�����	� ��

Γ =
ηo/n2 − ηo
ηo/n2 + ηo

=
1 − n2

1 + n2
G����H

T =
2ηo/n2

ηo/n2 + ηo
=

2
1 + n2

G���"H

����!	 ���� .�� � �����	�� ���	����' 
��� ��	 �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� ��	 ���	�, �	�� 7�������	��
+���' ���!	 ��	 ���	����� ��	 �����	�� ��	�	 �� �� !���	�� A��� + �,��!�� ��	�	!���! ���	����' �����' ��� �� ���	

�. �	.��!���� �. �����
����	�, ��" �� )���
�	 ��)	�	������ ���� �	��� ���� ��	 �	A	!���� ��� ������������
!�	F!�	��� �� ������ ��!��	�!	 .��� ��� ���� � ��,	� �. ����� ��	 �����
����	�, Γ = −0.2 ��� T = 0.8�

��������������

�6'��7� �8�9
+ �0 5E9 ����	 ��)	 �� .�		 ���!	 �� �������, ��!��	�� �� � ��	�	!���! ���� �� ���	
 �. �	.��!����

n2 = 1.5� ��	 ���	�.�!	 
	��		� ��	 .�		 ���!	 ��� ��	�	!���! �	����� �� ��	 z = 0 ����	� ��	 	�	!���!
@	�� ��� �� ��������	 �. �00  B� ��� �� ������9	� �� ��	 
/���	!����� %��� ��	 ������ 	
��	������ .�� ��	
��!��	��' �	A	!�	�' ��� ���������	� 	�	!���! @	���' ��� ��	 ������ 	
��	����� .�� ��	 ����� 	�	!���! @	�� �� ��	
.�		 ���!	 �	�����

.�������9
��	 ��)	 )	!��� �. ��	 ��!��	�� ��)	 ��

�

ko =
ω

c
ẑ =

2π × 60 × 106

3 × 108
ẑ = 0.4ẑ

��	 ��!��	�� 	�	!���! @	�� �� �

Ei = Eie
−j

�

ko·
�
r = 100e−j0.4zx̂ V/m

��	 	�	!���! @	�� �	A	!���� !�	F!�	�� .��� ��	 ���	�.�!	 ��

Γ =
1 − n2

1 + n2
=

1 − 1.5
1 + 1.5

= −0.2

$��!	 ��	 �	A	!�	� @	��� ��������	 �� ��	 /9 ���	!����' ��	 ���� �. ��	 	
���	�� ���� 
	 !����	�� ��	
�	A	!�	� 	�	!���! @	�� �� �

Er = ΓEie+j0.4z x̂ = −20e+j0.4zx̂ V/m

��	 ����� 	�	!���! @	�� �� ��	 .�		 ���!	 �	���� G�	���� �H �� .���� 
, ������ ��	 ��!��	�� ��� �	A	!�	� @	���;

�

E1 =
�

Ei +
�

Er = 100e−j0.4zx̂− 20e+j0.4zx̂

= 20
(
5e−j0.4z − e+j0.4z

)
x̂ V/m

��	 	�	!���! @	�� ������������ !�	F!�	�� ��

T =
2

1 + n2
=

2
1 + 1.5

= 0.8

-�



+���' �� ��	 ��	�	!���! G�	���� �H' ��	 ��)	 )	!��� ��

�

k2 = kon2ẑ =
ω

c
n2ẑ =

2π × 60 × 106

3 × 108
(1.5) ẑ = 0.6ẑ

��	 ���������	� 	�	!���! @	�� ��

�

Et = T Eie−j
�

k2·
�
r x̂ = 80e−j0.6zx̂ V/m

��������������

��� 
�
��� %�������� �� � ���������! (�����

+� ���� �����' �	 ��)	 !�����	�	� �	A	!���� ��� ������������ .��� � �	�.	!� !����!��� Gσ = ∞H ��� � ��	�	!/
���! Gσ = 0H� 1��� �!!��� �. � ��)	 �� �������, ��!��	�� �� � �	���� ���� � ��
	�� �����
� !����!��)��,8
+����	 ���� � ����	 ��)	 ����������� �� .�		 ���!	 �� ��	 9/���	!���� �� �������, ��!��	�� �� � �������	��!
Gμ = μoH !����!��� ���� � �	������)��, ε2 ��� !����!��)��, σ2' ,�	����� � !����	
 �	������)��, εc� ��	
��!��	�� ��� ����	��! 	�	!���! ��� ����	��! @	��� ��	 �����

�

Ei = Eie
−jkoz ŷ G���2H

�

Hi =
−Ei
ηo

e−jkozx̂ = Hie
−jkozx̂ G���-H

�

Er = Ere
+jkoz ŷ G���#H

�

Hr =
Er
ηo
e+jkoz x̂ = Hre

+jkozx̂ G���*H

��	 ���������	� @	��� �� ��	 !����!��� ��)	 ��	 .���
�

Et = Ete
−jkcz ŷ G���0H

�

Ht = −Et
ηc
e−jkczx̂ = Hte

−jkczx̂ G����H

��	 ��!��	��' �	A	!�	�' ��� ���������	� @	��� ��	 ����� �� %����	 ��"� ��	 ���������	� @	��� ��������	
������� ��	 ����, !����!���� ���	���� ���� ��	 ����������� !������� kc = ω

√
μoεc = β − jα� <	!���	 ��	

��)	 )	!��� �� !����	
' ��	 ��������	 �. ��	 ��)	 ���� �	!�, ���, .��� ��	 ���	�.�!	� ��	 ���	���!	 �.
��	 ����, ���	���� �� ηc =

√
μo/εc' ���!� �� ���� � !����	
 7������,� 3� �����	� �' �� ��� ����� ���� ��

��	 !����!��)��, �. ��	 �	���� ��!�	��	�' ��	 ��������	 �. ��	 ���	���!	 ηc �	!�	��	�� 3. ��	 �	���� ��
� �	�.	!� !����!���' ��	 ���	���!	 �� 9	���

������ ��	 ���������, 
	��		� ���� !��	 ��� ��	 !��	 �. �	A	!���� .��� � ��	�	!���!' �	 ��	 47������ ����
�� ����	 �� 	
��	����� .�� ��	 ����	

� ���� 
�"��	
�� ���0�
��	 .��� � !����!��� �� ��
��� 
��
�����;

Γ =
Er
Ei

=
ηc − ηo
ηc + ηo

G����H

+� ��������� ����� �� ����!	 �� ���� �� ��	 !����!��)��, ��!�	��	� ������� ��@���,' ��	 	�	!���! @	�� �	A	!����
!�	F!�	�� ������!�	� /�;

lim
σc→∞Γ = lim

σc→∞ (Er/Ei) =
−ηo
+ηo

= −1 G����H

-�



������ ��
	 7����	�	��� �� 	�� �������	� ��1��	��� ��� 	������		�� '���� �	 	�� ��	������ ��	 ��� ����
����� ��� � ������	��� ������� �	 ������ ����������

���� ���		� ���� ��	 �	A	!���� !�	F!�	�� �	 .���� ��	)�����, .�� � �	�.	!� !����!����
1��� ����	�� �� ��	 ����	��! @	�� ��	� �� �� �	A	!�	� .��� ��	 !����!���� 
������,8 %��� 47�������

���- ��� ���* �	 @�� ���� Hi = −Ei/ηo ��� Hr = Er/ηo� ?���� ��	�	 �	�����' �	 @�� ���� ��	 ����	��!
@	�� 	
�	��	�!	� � �	A	!����

Hr

Hi
= −Er

Ei
= −Γ =

ηo − ηc
ηc + ηo

G����H

����!	 ���� ��	 ����	��! @	�� �	A	!���� ������!�	� S� �� ��	 !����!��)��, ��!�	��	�' ��� �� 	
�!��, S� .��
� �	�.	!� !����!���;

lim
σc→∞ (Hr/Hi) = lim

σc→∞ (−Γ) =
+ηo
+ηo

= +1 G���"H

���� ����� ���		� ���� ��	 �	����� �
����	� ��	)�����, .�� � �	�.	!� !����!����
��	 	�	!���! @	�� ������������ !�	F!�	�� .��� � !����!��� �� ������ ��!��	�!	 ��

T =
Et
Ei

=
Er + Ei
Ei

= Γ + 1 =
2ηc

ηc + ηo
G���2H

$��!	 ��	 ��������	 �. ��	 ���	���!	 �. � ���� !����!��� �� ��!� �����	� ���� ��	 ��������! ���	���!	 �.
.�		 ���!	' ηo' ��	 ������������ !�	F!�	�� T ���� � ���� !����!��� �� ������ +� ��	 !����!��)��, ������!�	�
��@���,' ��	 ������������ 
	!��	� 9	��' ��	� ��	�	 �� �� 	�	!���! @	�� �� � �	�.	!� !����!���' �� 	
�	!�	�;

lim
σc→∞ T = lim

σc→∞ (Et/Ei) =
0

+ηo
= 0 G���-H

��	 �	���������� 
	��		� ��	 ���������	� ��� ��!��	�� ����	��! @	��� ��

Ht

Hi
=
ηo
ηc

Et
Ei

=
2ηo

ηc + ηo
G���#H

����!	 ���� �� ��	 !����!��)��, ������!�	� ��@���,' ��	 ������������ ������!�	� Ht/Hi = 2� �	!��� ����
���� @	�� �� ��������	� 
, �� ���@���	�, ����� ���.�!	 !���	�� �� ��	 ���	�.�!	' ��!� ���� ��	 ����� ����	��!
@	�� �����	 ��	 �	�.	!� !����!��� �� ����� 9	���

-�



:	� �� 	
����	 ��	 !���	�� A�� �� �	���� � �� ��	��	� �	����� +����	 ���� �	���� � ��� � @���	 !����!/
��)��,' σ2' ��� ���� �� �� � ���� !����!���� ��	 !���	�� �	����, �� ��	 !����!���� �	���� �� ��	�

�

J = σ2

�

Et = σ2T Eie−jkcz ŷ G���*H

��	 ����� !���	�� �	� ���� ����� �. ��	 !����!��� �	����	� ����� ��	 
/�
�� �� .���� 
, ���	������� .���
0 ≤ z ≤ ∞;

�

J ��� =
∫ ∞

0

σ2T Eie−jkcz ŷ dz = ŷσ2T Ei
∫ ∞

0

e−jkczdz =
σ2T Ei
jkc

ŷ G��"0H

��	�	
�

J ��� ��� ����� �. +B�� +������� ���� ��	 �	���� �� � ���� !����!���' �	 .���� �� �����	� � ����
�	 !�� ��>	 ��	 �����
������� kc = β − jα ≈ (1 − j)

√
ωμoσ2/2' ��� ��	�	.��	

�

J ��� =
σ2T Ei

j (1 − j)
√
ωμoσ2/2

ŷ =
T Ei

(1 + j)
√
ωμo/ (2σ2)

ŷ G��"�H

%�����,' �. �	���� � �� � ���� !����!��� ��	 !����	
 ��)	 ���	���!	 �� ηc ≈ (1 + j)
√
ωμo/(2σ2)' ���!�

�	��!	� ��	 �������� ��
�

J ��� =
1
ηc

T Eiŷ =
Et
ηc
ŷ = Htŷ G��"�H

��	�	.��	' ��	� �� 	�	!�������	��! ��)	 �� ��!��	�� ���� � �	���� �. ��
	� ������	
�
	� ��	 ����� !���	��
�	� ���� ����� �� 	7��� �� ��	 ����	����� ����	��! @	�� �� ��	 ���.�!	� +� ��	 !����!��)��, �. ��	 �	!���
�	���� ������!�	� ���� �. � ��
���	 ������	�
 G�� σ2 → ∞H' ��	 ��������	 �. ��	 ����� ����	��! @	��
�� ��	 ���	�.�!	 
	!��	� |Hi + Hr| = 2Ei/ηo� 1�	� ��	 !����!��)��, ������!�	� ��@���,' ��	 �>�� �	���
������!�	� 9	�� ��� ��	 ����� !���	�� �	� ���� A��� �� �� ��@���, ���� �	���� �� ��	 ���.�!	' ��	� 
	!��	� �
���.�!	 !���	��;

lim
σ2→∞

�

J ��� =
�

Js =
2Ei
ηo

ŷ G��"�H

���� !���	�� 	
���� ���, �� ��	 ���.�!	 �. ��	 �	�.	!� !����!���� 3� ���	� �����' ��	 !���	�� �	!�,� ���@���	�,
.����� �	.	� �� +��	���
 � .�� �� ���	����	 �	��)����� �. ��	 ���.�!	 !���	�� �� ��	 ���	�.�!	 �. � �	�.	!�
!����!����

��������������

�6'��7� �8 9

E���� 
���� �����	 ��� � �	����)	 �	������)��, ��� !����!��)��, �. εr ≈ 55 ��� σ ≈ 2.1 $B�' �	��	!��)	�,'
�� ���" &E9 K�L� +����	 ���� � ����	 ��)	 �� ���" &E9 !���,��� � ���	/�)	���	 ���	� �. �"0 �1B�� ��
�������, ��!��	�� .��� .�		 ���!	 ���� � ����� 
����� %��� ��	 	�	!���! @	�� �	A	!���� ��� ������������
!�	F!�	���' Γ ��� T �

.�������9

�� @�� ��	 �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	���' �	 ���� @��� @�� ��	 ���	���!	 �. ��	 ��� ���	������
�	!��� ���� ��	 ���	���!	 �. .�		 ���!	 �� ηo ≈ 377 Ω� ��	 !����	
 �	������)��, �. 
���� �����	 ��� .����
�� �����	� � �� 
	;

ε����� = εrεo

(
1 − j

σ

ωεrεo

)
= (4.87 − j1.36)× 10−10 F/m

%��� ���� �	 �
���� ��	 !����	
 �	������)��,

η����� =
√

μo
ε�����

= 49.9ej0.136 Ω

-"



��	 �	A	!���� !�	F!�	�� ��

Γ =
η����� − ηo
η����� + ηo

=
49.9ej0.136 − 377
49.9ej0.136 + 377

= 0.768ej3.11

%��� ���� 	
��	�����' �	 �		 ���� ��	 	�	!���! @	�� ���� 	
�	��	�!	 � ���� ������' �� 178◦' ����	 ���.� ����
�	A	!����� ��	 ������������ !�	F!�	�� ��

T = Γ + 1 = 0.234ej0.120

��������������

�6'��7� �8!9

%��� ��	 ���	/������ 	
��	����� .�� ��	 ���������	� 	�	!���! @	�� �����	 ��	 
���� �����	� +����	 ����
��	 	�	!���! @	�� �� ������9	� �� ��	 
/���	!����' ��������	� �� ��	 9/���	!����' ��� ���� ��	 ���	�.�!	 �� ��
z = 0�

.�������9

1	 @��� ���� @�� ��	 ��������	 �. ��	 	�	!���! @	�� ����������� �� .�		 ���!	� 3� .�		 ���!	 Gz < 0H' ��	
��)	 ���� ��)	 ��	 �	�	��� .���;

�

E(z < 0) = Eoe
−jkozx̂

1	 !�� @�� ��	 ��������	 �. ��	 @	��' Eo' ��)	� ��	 �)	���	 ���	� �� ��	 ��)	;

〈�
S
〉

=
|
�

Eo|2
2ηo

ẑ = 0.250ẑ W/m2

%��� ���� �	 @�� ���� Eo = 13.7  B�� ��	 ���������	� 	�	!���! @	�� �� ��	 
���� �����	 ���� ��)	 ��	
�	�	��� .���

�

E(z > 0) = T Eoe−jk�����zx̂

��	 !����	
 ����������� !������� �� ��	 
���� ��

k����� = ω
√
μoε����� = 384 − j52.7

��	�	.��	' ��	 ������ 	
��	����� .�� ��	 	�	!���! @	�� ���������	� ���� ��	 
���� �����	 Gz > 0H ��

�

E(z > 0) =
(
0.234ej0.120

)
(13.7) e−j384ze−52.7zx̂

= 3.21ej0.120e−j384ze−52.7zx̂ V/m

����!	 ��	 0���0 ������ G6.88◦H ����	 ���.� �!!������ 
	!���	 �. ��	 ����, ���	���� ���	�.�!	� ��	 ���	
������ 	�	!���! @	�� �� ��	� .���� .��� ��	 ������ 	
��	�����;

�

E(z > 0, t) = 3.21 cos(1.54 × 1010t− 384z + 6.88◦)e−52.7zx̂ V/m

��	 �	A	!�	� @	�� ����� 
	 .���� �� � ������� ����	��

��������������
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��� 5���+�� %�������� �" ����� ,� �� �� � ���!�� %���
"���

��'�� )�"� 
��
������� �� � ������� !��������

?� �� ���� �����' �	 ��)	 �����	� ����	 ��)	� ����������� �� ��
����	� �	��� ��� ��)	� �������, ��!��	��
���� �� ���	�.�!	� 3� ��	�	 !��	�' � !��)	��	�� !���!	 .�� ��	 !��������	 �,��	� ��� �� �����	 �����������
�� ��	 9/���	!����� <	!���	 ��	 	�	!�������	��! @	��� �	�	 ������ �� ��	 ���	!���� �. �����������' ��	, �	�	
�����	� �� ��	 �� ��	 
/ �� ,/���	!����� +� �	 ���� �		 ���	�' ������' ���, ��	.�� 	�	!�������	��! �	)�!	�
�	�, �� ��)	� �	A	!���� �C �. �� ������������ ������� ���	�.�!	� �� ���/������' �� ��
��7�	� ��!��	�!	� 3�
���� !��	' ��	 ��)	 )	!��� ��, ��)	 !�����	��� �� ��	 
/' ,/' ���B�� 9/���	!������ +� � �	����	�' �	!��� ����
��	 ��)	 )	!��� �������� �� ��	 ���	!���� �. ����	 ��)	 ����������� �� 	
��	��	� �� � ����	���� !��������	

�,��	� ��
�

k = kxx̂ + ky ŷ + kz ẑ� 3� �� ��	.�� �� >		� ��	 )	!��� �������� 
	!���	 �� ���, !��	� ��	 ��)	
)	!��� !�����	��� 
	!��	 !����	
' .�� 	
����	 �. ��	 �	���� �� ����,� 3. ��	 ��)	 )	!��� !�����	��� ��	
���	�, �	��' ����	� !�� 
	 ��	� �� 	
��	�� ��	 ���	!���� �. ����������� �� ����� �� ��	 %����	 ��2�

������ ���	 6������	��� ��  ��� ���	�� �� 	�� ���	����� ��� ��������� ��������	� ���	��� )7���  ��� �

�� ���� ��� 	�� ���	�� �� ��������� �� 	���� �� �������*

%�� ������!��,' ��	� �	����� ���� ���
�	�� �. �	A	!���� ��� ������������ �C �. �� ���	�.�!	 �	 ����� ��	
!��������	 �
	� �� !���!��	 ���� ��	 ���	�.�!	� 3� ��������' ������� ���� �. �	�	�����,' �	 !�� �.�	� �����	
��	 !��������	 �
	� ��!� ���� ��	 ��!��	�� ��)	 )	!��� �� !��@�	� �� ��	 
/9 �� ,/9 ����	� ���� ��	���,
������@	� ��	 ����,��� �. ��	 ���
�	�' �� �	 ���� ���� �� ��	 .�������� �	!������

3� �� ���	�	����� �� ����� ��� �	�	 ����' ��	� � ����	 ��)	 �� ��!��	�� �� �� �
��7�	 ����	 ���� �� ���	�.�!	'
��� ��� �. ��	 ���	� �. ��	 ��)	 �� ���������	� �!���� ��	 ���	�.�!	� ���� !�� 
	 ����� 
, �	!��������
��	 ����	 ��)	 ���� ��	 !�����	�� ���� �� ������ �� ��	 ���	�.�!	 ��� ��	 !�����	�� ���� �� ������	� ��
��	 ���	�.�!	� ��	 !�����	�� ���� �� ������ �� ��	 ���	�.�!	 ���� ����� �� ��	 ���	!���� �. ��	 
������,
������ )	!���� 3. �	 ����> �. ��	 !���	�)����� �. 	�	��, �!���� ��	 ���	�.�!	' ���, ��	 ������ !�����	���
���� !�����
��	 �� �	� 	�	��, A�� ������� ��	 ���	�.�!	� 1	 ���� ���!��� ���	� A�� �!���� �� ���	�.�!	 ��
��	��	� �	���� ���	� �� ���� !����	��

��'�� 
���� �( 5��������

+����	 ���� � ����	 ��)	 �� ��!��	�� ���� �� ���	�.�!	 �	�!��
	� 
, ��	 z = 0 ����	' �� ����� �� %����	
��-� +����	 ���� �	 ��)	 �����	� ��	 !��������	 �
	� ��!� ���� ��	 ����	 ��)	 �� ����������� �� ��	 
/9
����	 �� �� �
��7�	 ����	 θ ������� ��	 ������ ���	�.�!	� 1	 �	@�	 � ���� )	!���' ẑ' ���� �� ������ �� ��	

--




������,� ��	 ����� �� 
��
����� �� �	@�	� �� ��	 ����	 ���� �� .���	� 
, ��	 
������, ������ ��� ��	
��!��	�� ��)	 )	!���;

����� �� :�	����	�9 ��	 ����	 �	@�	� 
, ��	 ��)	 )	!��� ��� � ���� )	!��� ���� �� ������ �� ��	 ������
���	�.�!	�

%�� ��	 !��	 ����� �� %����	 ��-' ��	 ����	 �. ��!��	�!	 �� ��	 
/9 ����	' ���!	 
��� ��	 
������, ������
��� ��	 ��)	 )	!��� ��	 �� ���� ����	�

������ ���	 2��� �����5��� 	�� ������� �� ����0�� ��������� ��	� �� ��	������� 	�� 	�	�� ����	��� �� ������
�� � ��	� 	�� 	��������� ����	��� )&=* ��� 	��������� �����	�� )&/* ����	����� &�� ����� �� ��������� ��
	�� !+5 ����� �� 	��� �����

��'�� �1 ��� �- #��������

:	� �� ��� ���> �� ��	��	� �	���� �� � ����	 ��)	 ���� �� ����������� �� �� ��
�����, ����	 
�� ��� � ��)	
)	!��� ���� �� !��@�	� �� ��	 
/9 ����	' �� ����� �� %����	 ��-� 3� ���� !��	' ��	 ��)	 )	!��� ��	� ��� ��)	

� ,/!�����	��� %���
�

k ×
�

E = ωμo
�

H �	 �
����

�

k ×
�

E =

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ
kx
Ex

0
Ey

ẑ
kz
Ez

∣∣∣∣∣∣ =
⎛
⎝ −kzEy

kzEx − kxEz
kxEy

⎞
⎠ = ωμo

⎛
⎝ Hx

Hy

Hz

⎞
⎠ G��"�H

����!	 ���� ��	 Ey @	�� !�����	�� !�� 
	 �
����	� .��� ��	 Hx ��� Hz @	�� !�����	���� ��	 Hy @	��
!�����	�� !�� 
	 �
����	� .��� ��	 Ex ��� Ez @	�� !�����	���� 3� � ������� ����	�' �	 !�� ��	 ��	

	7������
�

k ×
�

H = −ωεo
�

E �� �
����⎛
⎝ −kzHy

kzHx − kxHz

kxHy

⎞
⎠ = −ωεo

⎛
⎝ Ex

Ey
Ez

⎞
⎠ G��""H

-#



+���� �	 �
�	�)	 ���� ��	 @	�� !�����	��� !�� 
	 ��)��	� ���� ��� ���	�	��	�� �	��� =�	 �	� �� !��/
���	� �. ��	 @	�� !�����	��� {Hx, Ey , Hz}' ����	 ��	 ���	� �	� �� {Ex, Hy, Ez}� ��	�	 �	�� !�� 
	 ���)	�
���	�	��	���,�

��	 @��� ��������' {Hx, Ey, Hz}' !�� 
	 !����	�	�, .�������	� �� �	��� �. Ey ��� �� !���	� ��	 	
�����
��
����	

� G�4H ��������� 3� �� !���	� �����)	��	 	�	!���! 
	!���	 ��	 	�	!���! @	�� ������ �� ��	 ,/���	!����' ���!�
�� ������ G�� �����)	��	H �� ��	 ����	 �. ��!��	�!	� �	�	�
	� ����' �� ���� !��	' ��	 ����	 �. ��!��	�!	 ��
��	 
/9 ����	� ��	 �4 �������� �� ���� �	.	��	� �� �� ��
����
����
 ����

��	
�� ���!	 ��	 	�	!���! @	�� ��
�	��	���!���� �� ��	 ����	 �. ��!��	�!	�

��	 �������� �. ��	 �	� {Ex, Hy, Ez} !�� 
	 .�������	� �� �	��� �. Hy ��� �� !���	� ��	 	
�����
��
�����	
� G�5H ��������' 
	!���	 ��	 ����	��! @	�� �� �����)	��	 �� ��	 ����	 �. ��!��	�!	� ��	 �5 ��������
�� ���� �	.	��	� �� �� ��
����� ����

��	
�� ���!	 ��	 	�	!���! @	�� �� ������	� �� ��	 ����	 �. ��!��	�!	�

��	 ����� �������� �� ��	 ��� �. ��	 �4 ��� �5 ���������� + �,��!�� ���
�	� �. �� ��
�����, ����	 ��)	
��!��	�� ���� �� ���	�.�!	 ����� 
	 ������!�	� �� .������� %����' ��	 ��!��	�� ��)	 �� �	!�����	� ���� ���
�4 ��� �5 !�����	���� ��	 �	A	!�	� ��� ���������	� @	��� ��	 �	�	����	� �	�����	�, .�� ��	 �4 ���
�5 !��	�� ��	�' ��	 �4 ��� �5 �	A	!�	� ��)	� ��	 ����	� �� @�� ��	 ����� �	A	!�	� ��)	' ��� ��	
�4 ��� �5 ���������	� ��)	� ��	 ����	� �� �
���� ��	 ����� ���������	� ��)	� ���� �	�������� ���� ��	
���	�	��	�� �4 ��� �5 ��������� ��>	� ��	 @	�� ����,��� ��!� 	���	��

��'�& ���������� 
���� -������� �� �� 5����(���

3� ���	� �� ���	������ ��	 
	��)��� �. � ����	 ��)	 �� �� ���	�.�!	 
	��		� ��� �	���' �	 ���� @���
���	������ ��	 !��!	�� �. �����	 ���!����� �� ��	 ���	�.�!	� ������	� � ����	 ��)	 ���� �� �
��7�	�,
��!��	�� �� � ������ ���	�.�!	 �� z = 0' �� ����� �� %����	 ��#� %�� ���� ����,���' �	� �� �����	 ���� ���
��)	� G� .������ ��� 
�!>���� ���)	����� ��)	H ���� 	
��� �� 
��� �	���� � ��� �	���� �� ��	 �	���� .��
���� ���� 
	!��	 !�	�� ��	� �	 �	�	����9	 ��	 ����,��� �� �!!���� .�� �������	 ���	�.�!	�� E	�	' �	 ���� .�!��
�� ��	 �����)	��	 	�	!���! G�4H ��������' ���!� �� !������	� �. ��	 �	� �. @	��� {Hx, Ey, Hz} ��� !�� 
	
.�������	� �� �	��� �. Ey � + ������� �	��)����� !�� 
	 �	�.���	� ����� ��	 �5 ��������' 
�� ��	 ���!��	 ��
��	 ���	� �� ������., ��	 ��������' �	 ���� �	@�	 κ = kx G��	 
/!�����	�� �. ��	 ��)	 )	!���H ��� β = kz
G��	 9/!�����	�� �. ��	 ��)	 )	!���H� ?���� ���� ��������' � ��)	 )	!��� ���� �� !��@�	� �� ��	 
/9 ����	
���� ��)	 ��	 .��� �

k = κx̂+ βẑ G��"2H

��� ��	�	.��	 k2 = κ2 + β2� 3. ��	 ��)	 )	!��� �� � �	�� )	!��� �� �� ����	 θ ���� �	��	!� �� ��	 ���	�.�!	
������' �	 !�� ����	 κ = k sin(θ) ��� β = k cos(θ)�

3� ��	 ��!��	�� �	����' ���!� �	 ���� !��� �	���� �' ��	 ����� @	�� �� !�����	� �. ��� ����	 ��)	� ���
��	�	.��	 ��	 ����� 	�	!���! @	�� ��

�

E1 =
�

E1+ +
�

E1− =
(
A1e

−jβ1+ze−jκ1+x +B1e
+jβ1−ze−jκ1−x

)
ŷ G��"-H

��	�	 A1 �� ��	 ��������	 �. ��	 .������ ���)	����� 	�	!���! @	��' ��� B1 �� ��	 ��������	 �. ��	 
�!>����
���)	����� 	�	!���! @	��� ��	 S ��
�!����� �	.	� �� �����	�	�� .�� ��	 .������ ���)	����� ��)	' ��� ��	 −
��
�!����� �	.	� �� �����	�	�� .�� ��	 
�!>���� ���)	����� ��)	� 3� ��	 �	!��� �	����' ��	 ����� 	�	!���! @	��
���� 
	 �

E2 =
�

E2+ +
�

E2− =
(
A2e

−jβ2+ze−jκ2+x +B2e
+jβ2−ze−jκ2−x

)
ŷ G��"#H

�	�	�
	� ����' ��	 �� ��	 
������, !�������� .�� ��	 ����	����� 	�	!���! @	��� G47������ ���H' ��	 ����	�����
	�	!���! @	��� ���� 
	 !��������� �!���� �� ���	�.�!	� ��	�	.��	' �	 �	� ��	 ����	����� 	�	!���! @	��� �� �	����
� 	7��� �� ��	 ����	����� 	�	!���! @	��� �� �	���� � �� z = 0 ���!� ,�	���;

A1e
−jκ1+x +B1e

−jκ1−x = A2e
−jκ2+x +B2e

−jκ2−x G��"*H

���� �	���������� ���� 
	 )���� .�� ��� )���	� �. � ����� ��	 ���	�.�!	� ��	 ���, ��, ���� ���� !��������
!�� ���� �� �. ��	 ����	����� !�����	��� �. ��	 ��)	 )	!��� ��	 ��	���!��' ��	� �. κ1+ = κ1− = κ2+ = κ2−�

-*



������ ���	 7����	�	��� �� 	�� ����	�������	�� '���� ��� 	�� &=+������5�� ����� �� 	�� ������	��� �� 	��
'��� ����	�������� �	 �� ������� 	��	 ��� 	�� ����	��� '��� ���	��� ����	 �� 	�� ?�+�����	����

��	�	.��	' �	 !�� �	@�	 ��	 
/!�����	��� �. ��	 ��)	 )	!��� �����, �� κ .�� ��	 .������ ��� 
�!>����
���)	����� ��)	� �� ��	� 
��
���O ���� ��������� !��!������ �� >���� �� ��	 ����� ��	��
�� ����
	
�� �� ��
���	�.�!	;

���
� ���	���� (��������9 +� �� ���	�.�!	' ��	 ����	����� !�����	�� �. ��	 ��)	 )	!��� �� ��	 ���	
.�� ��� �. ��	 ��)	� �� 
��� �	����� � ��� �O ���� �� ���	 .�� 
��� �4 ��� �5 ������9������� ��
� 
� � *��
�������
�� �
	� ��
� 
���
	��	 
���
��	
���� ��� �� �
�� ����� 	�
� ����
	
�� 
����	�����

+������� ���� ��	 ����	����� !�����	�� �. ��	 ��)	 )	!��� �� �	��' �� !�� 
	 �����	� �� κ = kx = ω/vx'
��	�	 vx �� ��	 )	��!��, �. ��	 ��)	 �� ��	 
/���	!����� %�� ���	�� �	���' ��	 .�	7�	�!, �� ��	 ���	 �� ���
�	������ ��	 ����	 ���!���� !�������� �����	�' ��	�' ���� ��	 )	��!���	� ����	����� �� ��	 ���	�.�!	 �. ���
��	 ��)	� ���� 
	 ��	���!��' ���!� ��>	� �������)	 �	��	� 3�����	 � ��)	 ���� �� ���)	����� ������	� �� �

������, ��!� ���� ���� �. ��	 ��)	 �� �� �	���� � ��� ���� �� �� �	���� �� 3� ��	� ��� ��>	 �	��	 ����
��	 ���� �. ��	 ��)	 ����� ��	 ���	�.�!	 �� ��	 ���	���� ������ �� .���	� ���� ��	 ���� �� ��	 ���	� ���	����O

��� ���� �	 ��)	 	���
����	� ���� ��	 ����	����� !�����	��� �. ��	 ��)	 )	!���� ���� 
	 	7���' ����
��	� ���� ��, �
��� ��	 ������ !�����	��� �. ��	 ��)	 )	!����8 ��	 ��������	 �. ��	 ��)	 )	!��� �� �	����
� !�� 
	 �����	� ��

k1 =
√
κ2 + β2

1+ =
√
κ2 + β2

1− G��20H

%��� ���� 	
��	����� �	 !��!���	 ���� β1+ = β1− �� �	���� �' �� �	 �	@�	 β1 = β1+ = β1−� :�>	���	' ��	
��������	 �. ��	 ��)	 )	!��� �� �	���� � !�� 
	 �����	� ��

k2 =
√
κ2 + β2

2+ =
√
κ2 + β2

2− G��2�H

3� ��	� .������ ���� ��	 ��������	 �. ��	 ������ ��)	 )	!���� �� ��	 ���� 
��
�� ���� ��)	 ��	 ����
����
	���� 1����� ��	 ���	 �	����' ��	 ���, ��C	�	�!	 �� ��	 ��)	 )	!��� .�� ��	 .������ ��� 
�!>����

#0



���)	����� ��)	� �� ��	 ���� �. ��	 9/!�����	�� GβH' ���!� ���� �	�	����	 ��	��	� ��	 ��)	 �� ���)	����� ��
��	 S9 �� /9 ���	!�����

?���� ��	�	 �	�����' �	 !�� �	����	 ��	 	
��	������ .�� ��	 	�	!���! @	��� �� 
��� �	����� G47������� ��"-
��� ��"#H .�� ��	 �4 !��	 ��!���������� ��	 ����	 ���!���� !��������;

�

E1 =
(
A1e

−jβ1z +B1e
+jβ1z

)
e−jκxŷ G��2�H

�

E2 =
(
A2e

−jβ2z +B2e
+jβ2z

)
e−jκxŷ G��2�H

��'�' ���������� 
���� -�������2 �67������ #��(����� ��� #����8� 0��

3� �� ������!��)	 �� ���> �� ��	 ����	 ���!���� !�������� .�� ��	 ����	����� ��)	 )	!���� ����� ��	 �>/
)	!��� ���.�!	�� �� 
��� �	������ ������	���� �����	�� �	���' �� �	���� � ��	 ��)	 )	!��� ���� �����.,
�

k1 ·
�

k1 = k2
1 = ω2μoε1 ��� �� �	���� � �� ���� �����.,

�

k2 ·
�

k2 = k2
2 = ω2μoε2� $��!	 ��	 )	!��� 	7�������

r ·
�
r = R2 �	�!��
	� ��	 ���.�!	 �. � ���	�	 �. ������ �' ��	 ��)	 )	!��� 	7������� �	�!��
	 ���	��!�� ���.�!	�

���� ����� k1 = ω
√
μoε1 = kon1 �� �	���� � ��� k2 = ω

√
μoε2 = kon2 �� �	���� �� ���� �� ���������	�

�� %����	 ��*� �	�	�
	� ���� ��	 ����	����� ��)	 )	!���� �. ��� ��	 ��)	� ���� 
	 ��	 ���	� +���' ��	
��������	 �. ��	 ��)	 )	!���� ���� ��	 �� ��	 ���	��!�� �>/)	!��� ���.�!	� �� 	�!� �	����� <	!���	 ��	
����	����� !�����	��' κ' �� @
	� 
, ��	 ��!��	�� ��)	' ��� ��	 ��������	 �. ��	 ��)	 )	!���� ���� ��	 ��
��	 �>/)	!��� ���.�!	'� ��	 ���	!���� �. ��� �. ��	 ��)	� �� 	�!� �	���� ��	 �	�	����	� 
, ��	 ��!��	�� ��)	
)	!���' �� ����� �� %����	 ��*�

������ ���	 &�� 	�����	��� ��������	� �� 	��  ��� ���	��� �� ��� �� 	��  ���� �� 	�� ���� �� ��	� ��������
&��� ��	������� 	�� �����	��� �� �������	��� �� ��	� �������� �� 	��� �!������ 	�� '��	 )�������	* ������
��� � �� �� ����! �� ������	��� 	��� 	�� ������ �������

$��!	 �	 ��	 �������� �����	�� �	���' ��	 ����	����� !�����	�� �. ��	 .������ ���)	����� ��)	 �� �	����
� !�� 
	 �����	� �� κ = k1 sin(θ1+)' ��	�	 θ1+ �� ��	 ����	 
	��		� ��	 ��)	 )	!��� ��� ��	 9/�
��' �� �����
�� %����	 ��*� :�>	���	' ��	 ����	����� !�����	�� �. ��	 
�!>���� ���)	����� ��)	 G��	 �	A	!�	� ��)	H ��

#�



�	���� � !�� 
	 �����	� �� κ = k1 sin(θ1−)� <	!���	 ��	 ����	����� !�����	�� �. ��	 ��)	 )	!��� �� ��	
���	' ���� �	��� ���� θ1+ = θ1− ≡ θ1� 3� ���	� �����' 	�� ����� �� 
��
����� ������ 	�� ����� �� 
�"��	
���
���� �� >���� �� 1����)� ��� �� 
�"��	
���

$�������,' ��	 ����	����� !�����	�� �. ��	 .������ ���)	����� ��)	 �� �	���� � !�� 
	 �����	� �� κ =
k2 sin(θ2)� 47������ ��	 ����	����� ��)	 )	!��� !�����	��� �� �	����� � ��� ��� ,�	��� k1 sin(θ1) = k2 sin(θ2)�
$��!	 k = nko �� � �����	�� �	����' ���� 	
��	����� !�� 
	 �	�����	� ��

n1 sin(θ1) = n2 sin(θ2) G��2�H

���!� �� >���� �� 1����)� ��� �� 
��
��	
��' �� �.�	� �����, �	.	��	� �� �� 1����)� ���� ���� �� � )	�, ���������
!��!������' ���!	 �� ������ �� �� 	����, �	�	����	 ��	 ����	 �. ����������� �. ��	 ���������	� ��)	� ���	
���� $�	��6� ��� �. �	.��!���� ���, �����	� ��	� ��	� ���
� �
� ��������' ��� ��	� 	�	�� 
�	�
��� 
�"��	
��
2�&�3 
� ��	 ����


��� �3� ���� 
	 ���!���	� ���	� �� ���� !����	��

��������������

�6'��7� �8�9
+� 	�	!�������	��! ��)	 ����������� �� ��� �� ��!��	�� �� 30◦ ���� � ��	�	!���! ���� ���	
 �. �	.��!����

n = 2.2� +����	 ���� ��	 ���	�.�!	 
	��		� ��	 ��� ��� ��	�	!���! �� ��	 z = 0 ����	� ��	 ��)	 )	!���� ��	
�� ��	 
/9 ����	' �� ����� �� %����	 ���0� 3. ��	 ��)	�	���� �. ��	 ��!��	�� ��)	 �� λ = 1.57 μ�' @�� ��	
��)	 )	!���� �. ��	 ��!��	��' �	A	!�	�' ��� ���������	� ��)	��

.�������9
��	 ��������	 �. ��	 ��)	 )	!��� �� ��	 ��!��	�� G���H �	���� ��

k1 =
2πn1

λ
=

2π
1.57 × 10−6

= 4.00 × 106 rad /m

��	 !�����	��� �. ��	 ��!��	�� ��)	 )	!��� ��	 ��	� .���� .��� ��	 ��!��	�� ����	� G����!	 ���� ��	 ����
�. 	�!� !�����	�� ���� 
	 �	�	����	� .��� ��	 ���	!���� �. �����������H;

�

ki = κx̂+ β1ẑ = x̂k1 sin(θ1) + ẑk1 cos(θ1) = 2.00 × 106x̂+ 3.46 × 106ẑ rad /m

%�� ��	 �	A	!�	� ��)	' κ ��� β1 �	���� ��	 ���	� ��	 ���, !����	 �� ���� ��	 ��)	 �� ��� ����������� ��
��	 ����	
�� 9/���	!����;

�

kr = κx̂− β1ẑ = 2.00 × 106x̂− 3.46 × 106ẑ rad /m

�� @�� ��	 ��)	 )	!��� �. ��	 ���������	� ��)	' �	 @��� @�� ��	 ��������	 �. ��	 ��)	 )	!��� �� ��	 �	!���
�	����;

k2 =
2πn2

λ
=

2π × 2.2
1.57 × 10−6

= 8.80 × 106 rad /m

3� �	���� �' ��	 �	���������� k2
2 = κ2 + β2

2 ���� ����' ��� �	 >��� ���� κ �� ��	 ���	 �� 
��� �	������
��	�	.��	' ��	 9/!�����	�� �. ��	 ��)	 )	!��� �� �	���� � ��

β2 =
√
k2
2 − κ2 =

√
(8.80 × 106)2 − (2.00 × 106)2 = 8.57 × 106 rad /m

��	�	.��	' ��	 ��)	 )	!��� �� ��	 �	!��� �	���� ��;
�

kt = κx̂+ β2ẑ = 2.00 × 106x̂+ 8.57 × 106ẑ rad /m

���	 ����' ���!	 
��� �	��� ��	 �����	��' �	 !���� ��)	 .���� ��	 ���������	� ��)	 )	!��� 
, @��� �����
$�	��6� ���' n1 sin(θ1) = n2 sin(θ2)' �� @�� ��	 ����	 �. ��	 ���������	� ��)	;

θ2 = sin−1[n1 sin(θ1)/n2] = sin−1[sin(30◦)/2.2] = 13.1◦

#�



������ ����	 �����	��	��� �� 	��  ��� ���	��� ��� =!����� $�@# �  ��� �� ��� �������	 �� � ������	����

?���� ���� ����	' �� �� � �����	 ����	� �� @�� ��	 
/ ��� 9/!�����	��� �. ��	 ��)	 )	!��� �� �	���� �' ���!	
��	 ��������	 �� >�����

��������������

��'�, #����� 5����(���2 �17
�����.�� ����

1	 ��� !������	 ��� �������� �. ��	 �4/������9	� @	��� �� �
���� �� 	
��	����� ���� �	���	� ��	 ��)	
��������	� �!���� ��	 ��	�	!���! ���	�.�!	� ��	 �	�	��� .���� �. ��	 	�	!���! @	��� �� �	����� � ��� � ��	
��)	� �� 47������� ��2� ��� ��2�� 1	 ��� ����, ��	 
������, !�������� .�� ��	 ����	����� 	�	!���! @	���
�� ��	 ���	�.�!	 G47������ ���H� <, ���!���� ��	 ����	����� 	�	!���! @	��� �� ��	 ���	�.�!	' ��	� �	�����
�

E1(z = 0) =
�

E2(z = 0)' �� .������ ���� ��	 @	�� ��������	� ��	 �	���	� 
,

A1 +B1 = A2 +B2 G��2"H

%��� ��	 	7������� .�� ��	 	�	!���! @	��� �� �� ��������.������ �� ���)	 .�� ��	 ����	��! @	���� 1	 @��

��	 ����	��! @	��� .��� ��	 	�	!���! @	��� ����� %�����,6� ��� �� ������ .���; ∇×
�

E = −jωμo
�

H � 3� �	����
� �	 @��

�

H1 =
j

ωμo

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0
�

E1 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
j

ωμo

(
− ∂

∂z

�

E1x̂+
∂

∂x

�

E1ẑ

)
G��22H

$�
��������� ��	 	�	!���! @	�� �� �	���� � G47������ ��2�H �	 @�� ���� ��	 ����	��! @	�� �� �	���� � ��

�

H1 =
−β1

ωμo

(
A1e

−jβ1z −B1e
+jβ1z

)
e−jκxx̂

#�



+
κ

ωμo

(
A1e

−jβ1z +B1e
+jβ1z

)
e−jκxẑ G��2-H

:�>	���	' ��	 ����	��! @	�� �� �	���� � �� .���� .��� ��	 	�	!���! @	�� �� �	���� � G47������ ��2�H;

�

H2 =
−β2

ωμo

(
A2e

−jβ2z −B2e
+jβ2z

)
e−jκxx̂

+
κ

ωμo

(
A2e

−jβ2z +B2e
+jβ2z

)
e−jκxẑ G��2#H

��	 ����	��! @	��� ����!���	� ���� 	�!� ����	 ��)	 ��	 ����� �� %����	 ��#� �	!��� ���� ��	 ����	�����
����	��! @	��� ���� ���� 
	 !��������� �!���� ��	 
������, G���	�� ��	 �. ��	 �	����� �� �	�.	!��, !����!����'
�		 47������ ���H� 5��!���� ��	 ����	����� ����	��! @	��� G��	 
/!�����	���H �� �	����� � ��� � �� z = 0
,�	���

β1A1 − β1B1 = β2A2 − β2B2 G��2*H

47������� ��2" ��� ��2* !�� 
	 !��
��	� ���� ��	 �����	 �����
 	7������(
1 1
β1 −β1

)(
A1

B1

)
=
(

1 1
β2 −β2

)(
A2

B2

)
G��-0H

��� ���)��� .�� A1 ��� B1; (
A1

B1

)
=
(

1 1
β1 −β1

)−1( 1 1
β2 −β2

)(
A2

B2

)
G��-�H

����,��� ��� ��	 �����
 ��)	��	 ��� ��������!�����' ���� �����
 	7������ ������@	� ��(
A1

B1

)
=

1
2

(
1 + β2/β1 1 − β2/β1

1 − β2/β1 1 + β2/β1

)(
A2

B2

)
G��-�H

$��!	 �	 ��	 !�����	���� ���, � �����	 ���	�.�!	' ���, � ���������	� G.������ ���)	�����H ��)	 ���� 	
��� ��
�	���� �� ��	�	.��	 �	 �	� B2 = 0� G+� �	 ���� �		 ���	�' �� ��	 !��	 �. �������	 ���	�.�!	�' �	 ���� ����,�
�	� B = 0 �� ��	 ���� �	�����H ��	� .�� ��	 @	��� �� ��	 ,/���	!���� �	 !�� !��!����	 � �	A	!���� !�	F!�	��
r12 = B1/A1 ���!� �	���	� ��	 ��������	� �. ��	 ��!��	�� ��� �	A	!�	� 	�	!���! @	���' ��� � ������������
!�	F!�	�� t12 = A2/A1 ���!� �	���	� ��	 ��������	� �. ��	 ��!��	�� ��� ���������	� 	�	!���! @	���� ����!	
���� ��	� �	 �	� B2 = 0' 47������ ��-� ���� ��)	 ��	 �	�	��� .���(

A1

B1

)
=
(
m11 m12

m21 m22

)(
A2

0

)
G��-�H

%��� ���� �����
 	7������ �	 �
���� A1 = m11A2 ��� B1 = m21A2 = (m21/m11)A1� ��	�	.��	' ��	
�	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� ��	

r12 =
B1

A1
=
m21

m11
G��-�H

t12 =
A2

A1
=

1
m11

G��-"H

<, ����	!����' �	 �
���� m21 = (1−β2/β1)/2 ��� m11 = (1+β2/β1)/2 .��� 47������ ��-�� ���� �	����� ��
��	 .�������� 	
��	������ .�� ��	 �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� �� �	��� �. ��	 ������ !�����	���
�. ��	 ��)	 )	!���;

r12 =
Er
Ei

=
β1 − β2

β1 + β2
= Γ�� G��-2H

t12 =
Et
Ei

=
2β1

β1 + β2
= T�� G��--H

#�



��	�	 �	 ��)	 �	@�	� Ei = A1 G��	 ��������	 �. ��	 ��!��	�� 	�	!���! @	��H' Er = B1 G��	 ��������	 �.
��	 �	A	!�	� 	�	!���! @	��H' ��� Et = A2 G��	 ��������	 �. ��	 ���������	� 	�	!���! @	��H� +� ���� �����
�� �� ��������� �� ���!��� ��	 �������� �	 ��	 ����� .�� ��	 �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	���� ��	
�����	�	�� Γ ��� T ��	 �	@�	� �� ��	 �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� 
� 	�
�� �� 	�� ����	

� �����
%�� ��	 �4 !��	' r12 ��� t12 �	���	 ��	 	�	!���! @	�� ��������	� �� ��	 ���	�.�!	' ��� ��	�	.��	 r12 = Γ�� ���
t12 = T��� E��	)	�' ��	� �	 ���!��� ��	 �5 !��	 �	 ���� ��	 ��	 ���	 �����	�	��' r12 ��� t12' �� �	���	
��	 �����	
� @	���� %�� ��	 �5 !��	' ��	�' r12 �= Γ�� ��� t12 �= T��� 3� �� ��������� �� ���	������ ��	
��C	�	�!	 �� �������� 
	��		� ��	 �4 ��� �5 !��	��

+������� �����	�� �	���' ��	 ������������ ��� �	A	!���� !�	F!�	��� G47������� ��-2 ��� ��--H !�� ����

	 �����	� �� �	��� �. ����	� ��� ��	 ���	���� ����	���	� �. ��	 ��� �	�����;

r12 = Γ�� =
n1 cos θ1 − n2 cos θ2
n1 cos θ1 + n2 cos θ2

=
η2 cos θ1 − η1 cos θ2
η2 cos θ1 + η1 cos θ2

G��-#H

t12 = T�� =
2n1 cos θ1

n1 cos θ1 + n2 cos θ2
=

2η2 cos θ1
η2 cos θ1 + η1 cos θ2

G��-*H

����!	 ���� �. �	 �	� θ1 = θ2 = 0' ��	� ��	 	
��	������ �	��!	 �� ��	 �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	���
.�� ������ ��!��	�!	� $��!	 ��	 ����� ����	����� 	�	!���! @	�� �� �	���� � ���� 
	 	7��� �� ��	 ����� ����	�����
	�	!���! @	�� �� �	���� �' �	 ��)	 Ei + Er = Et� %��� ���� �� ���	����	�, .������ ���� 1 + r12 = t12� ����
!�� 
	 �	�����	� �� �	��� �. ��	 	�	!���! @	�� �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� ��

1 + Γ�� = T�� G��#0H

�	�	�
	� ���� ���� !�������� ���, ����� �. ��	 �4 �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� ��	 �	@�	� ��
�	��� �. ��	 	�	!���! @	���O

��'�3 #����� 5����(���2 �-7
�����.�� ����

1	 ��� ���� ��� ���	����� �� ��	 �����)	��	 ����	��! G�5H �������� ���� !������� �. ��	 @	�� !�����	���
{Ex, Hy, Ez} ���!� ��, 
	 .�������	� �� �	��� �. Hy� �	!��� ���� ��	 �5 ������9����� �� ���� !���	�
������	� ������9����� ���!	 ��	 	�	!���! @	�� �� ������	� �� ��	 ����	 �. ��!��	�!	� 3� ��	 �5 !��	' �	 
	���

, .���������� ��	 �������� 
� 	�
�� �� 	�� �����	
� ����� �. ��	 ����	 ��)	�' ���!� ��	 ���	��	� �� ��	
,/���	!����� ���� ��>	� ��	 �������� .�� ��	 �5 !��	 ��!� 	���	� ���!	 ��	 ����	��! @	��� ���, ��)	 ��	
)	!��� !�����	�� �� �	�� ����� ��	 ����	��! @	��� �� �	����� � ��� � ��	 ����� �����	� �� ��	 ��� �.
.������ ��� 
�!>���� ���)	����� ��)	�;

�

H1 =
�

H1+ +
�

H1− =
(
A1e

−jβ1z +B1e
+jβ1z

)
e−jκxŷ G��#�H

�

H2 =
�

H2+ +
�

H2− =
(
A2e

−jβ2z +B2e
+jβ2z

)
e−jκxŷ G��#�H

3� �� )	�, ��������� �� ���	 ����' .�� ��	 �5 !��	' A1 ��� A2 ��	 ��	 ��������	� �. ��	 .������ ���)	�����
�����	
� @	��� �� �	����� � ��� �' ��� B1 ��� B2 ��	 ��	 ��������	� �. ��	 
�!>���� ���)	����� �����	
�
@	��� �� �	����� � ��� �� +��� ����!	 ���� �� ��	�	 	
��	������ �	 ��)	 ���	��, �����	� ��	 ����	 ���!����
!�������� ��!� ���� ��	 ����	����� !�����	�� �. ��	 ��)	 )	!��� �� κ �� 
��� �	������ ��	 ����	 ���!����
!�������� ��� �	��)	� .�� ��	 �4 !��	' 
�� �� ��������� �	��)����� !�� 
	 �	�.���	� .�� ��	 �5 !��	 
	!���	
��	 ����	����� ����	��! @	�� ���	����, �� ���� !��������� �!���� ��	 ���	�.�!	�

��	 	�	!���! @	�� �� 
��� �	����� �� .���� .��� +��	�	6� ��� �� ������ .���; ∇×
�

H = jωε
�

E;

�

E1 =
β1

ωε1

(
A1e

−jβ1z −B1e
+jβ1z

)
e−jκxx̂

− κ

ωε1

(
A1e

−jβ1z +B1e
+jβ1z

)
e−jκxẑ G��#�H

#"



�

E2 =
β2

ωε2

(
A2e

−jβ2z −B2e
+jβ2z

)
e−jκxx̂

− κ

ωε2

(
A1e

−jβ1z +B1e
+jβ1z

)
e−jκxẑ G��#�H

������ ����	 7����	�	��� �� 	�� ����	�������	�� '���� ��� 	�� &/+������5�� ����� �� 	�� ������	��� �� 	��
'��� ����	�������� �	 �� ������� 	��	 ��� 	�� �����	�� '��� ���	��� ����	 �� 	�� ?�+�����	����

��	 	�	!���! ��� ����	��! @	�� )	!���� ��	 ���������	� �� %����	 ����� 5��!���� ��	 ����	����� ����	��!
@	��� �� ��	 ���	�.�!	 Gz = 0H �� .������ ����' .�� ��	 �5 !��	

A1 +B1 = A2 +B2 G��#"H

5��!���� ��	 ����	����� !�����	�� G��	 
 !�����	��H �. ��	 	�	!���! @	��� �� ��	 ���	�.�!	 ,�	���

β1

ε1
A1 −

β1

ε1
B1 =

β2

ε2
A2 −

β2

ε2
B2 G��#2H

47������� ��#" ��� ��#2 !�� 
	 !��
��	� ���� ��	 �����	 �����
 	7������;(
A1

B1

)
=

1
2

(
1 + δ12β2/β1 1 − δ12β2/β1

1 − δ12β2/β1 1 + δ12β2/β1

)(
A2

B2

)
G��#-H

��	�	 δ12 = ε1/ε2� +� ���� ��	 �4 !��	' �	 !�� @�� � �	A	!���� !�	F!�	�� r12 = B1/A1 = m21/m11 ��� �
������������ !�	F!�	�� t12 = A2/A1 = 1/m11;

r12 =
Hr

Hi
=
ε2β1 − ε1β2

ε2β1 + ε1β2
G��##H

t12 =
Ht

Hi
=

2ε2β1

ε2β1 + ε1β2
G��#*H

#2



��	�	 �	 ��)	 �	@�	� Hi = A1 G��	 ��������	 �. ��	 ��!��	�� ����	��! @	��H' Hr = B1 G��	 ��������	
�. ��	 �	A	!�	� ����	��! @	��H' ��� Ht = A2 G��	 ��������	 �. ��	 ���������	� ����	��! @	��H� 3. ��	
���	����� ��	 �����	��' ��	 �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� !�� 
	 �����	� �� �	��� �. ����	� ��

r12 =
n2 cos θ1 − n1 cos θ2
n2 cos θ1 + n1 cos θ2

=
η1 cos θ1 − η2 cos θ2
η1 cos θ1 + η2 cos θ2

G��*0H

t12 =
2n2 cos θ1

n2 cos θ1 + n1 cos θ2
=

2η1 cos θ1
η1 cos θ1 + η2 cos θ2

G��*�H

���	 ���� .��� ��	 ���!���� �. ��	 ����	����� @	��� GHi+Hr = HtH �� ���	����	�, .������ ���� 1+r12 = t12�
3� �� ��������� �� �	�	�
	� ���� .�� ��	 �5 !��	 r12 ��� t12 �	.	� �� ��	 ����	��! @	�� ������� ����

�	��� ���� r12 ��� t12 ��	 ��� �	!	������, 	7��� �� Γ�� ��� T��' ���!� ��	 ��	 �	A	!���� ��� ������������
!�	F!�	��� �. ��	 	�	!���! @	��O 3� ���	 ������!	�' ���	)	�' �	 ��, �	���	 Γ�� ��� T��' ���!� ��	 �	���	�
�� r12 ��� t12 �� ��	 .�������� ��, G�	.	� �� +��	���
 � .�� �	�����H;

Γ�� =
Er
Ei

=
B1η1
A1η1

= r12 G��*�H

T�� =
Et
Ei

=
A2η2
A1η1

=
η2
η1
t12 =

n1

n2
t12 G��*�H

��	 �
�)	 �	����������� !�� ���� 
	 �	��)	� �������� ���� ��	 	�	!���! @	��' ��	 �	����� �. ���!� ��	 ��)	�
�� +��	���
 �� �	�	�
	� ���� ��	 �����	
� @	�� �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� ���� �����.,
1 + r12 = t12� ���� �	��� ����' .�� ��	 �5 !��	' ��	 ����	

� ���� �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	���
��	 �	���	� 
,

1 + Γ�� =
n2

n1
T�� G��*�H

�	.	� �� +��	���
 � .�� �� ���	����	 �	���� �. �	��)��� 47������ ��*��
%�� �5 ������9�����' 
��� ��	 .���������� �� �	��� �. ��	 ����	��! @	��� ��� ��	 .���������� �� �	���

�. ��	 	�	!���! @	��� ��	 !������, ��	�� ��	 .���������� �� �	��� �. 	�	!���! @	��� ��� ��	 ��)�����	 ����
�. ��	 ��)	 !������� 
��� �4 ��� �5 ������9	� @	���' ��	 .���������� �� !������	�� �� �	��� �. ��	 	�	!���!
@	��� 3� !��	� ��	�	 �	 ��	 ����,9��� � ���
�	� ���� !������� 	����	�, �. �5 @	���' ���	)	�' ��	 ����,��� ��
�����@!����, ������@	� �. �	 ��	 ��	 ����	��! @	�� .�����������

��'�4 #����� 5����(���2 9��:�� +��	�������

<, .���������� ��	 �4 ������9����� �� �	��� �. ��	 	�	!���! @	��� ��� ��	 �5 ������9����� �� �	��� �. ��	
����	��! @	���' ��	 �	���������� ���� �	���	� ��	 ��������	� �� �� ���	�.�!	 !�� 
	 �����	� �� � ���@	� .���
���� ����� .�� 
��� �4 ��� �5 ������9������;(

A1

B1

)
=

1
2

(
1 + δ12β2/β1 1 − δ12β2/β1

1 − δ12β2/β1 1 + δ12β2/β1

)(
A2

B2

)
G��*"H

��	�	 δ12 = 1 .�� �4 ������9����� ��� δ12 = ε1/ε2 = n2
1/n

2
2 .�� �5 ������9������ ��	 �	A	!���� !�	F!�	��

�� ��	 ���@	� .���������� �� ��	�

r12 =
β1 − δ12β2

β1 + δ12β2
G��*2H

��� ��	 ������������ !�	F!�	�� ��

t12 =
2β1

β1 + δ12β2
G��*-H

1�	� ����,��� ��	�	 �	����������� �� �� ��������� �� �	�	�
	� ����' .�� ��	 �4 !��	' ��	 �	A	!���� ���
������������ !�	F!�	��� ��	 ���� �	��	!� �� ��	 ����	

� @	��' ����	 .�� ��	 �5 !��	 ��	, ��	 ���� �	��	!�

#-



�� ��	 �����	
� @	��� 3. ��	 ��� �	��� ��	 �����	��' ��	� ��	 �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� !�� 
	
�	�����	� �� ��	 ���@	� .���������� ��

r12 =
n1 cos θ1 − δ12n2 cos θ2
n1 cos θ1 + δ12n2 cos θ2

=
η2 cos θ1 − δ12η1 cos θ2
η2 cos θ1 + δ12η1 cos θ2

G��*#H

t12 =
2n1 cos θ1

n1 cos θ1 + δ12n2 cos θ2
=

2η2 cos θ1
η2 cos θ1 + δ12η1 cos θ2

G��**H

3� �� ��������� �� ���	 �	�	 ����' �. ��	 �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� ��	 >����' ��	� 47������
��*" !�� 
	 �����	� �� �	��� �. ��	�	 !�	F!�	��� ��(

A1

B1

)
=

1
t12

(
1 r12
r12 1

)(
A2

B2

)
G���00H

��������������

�6'��7� �8*9
%�� ���� 	
����	' �	 ���� ���� ��� ��	 ���@	� .���������� !�� 
	 �����	� �� ��	 !��	 �. �
��7�	 ��!��	�!	

�C �. � �	�.	!� !����!���� +����	 ���� � ����	 ��)	 �� ��� Gn ≈ 1H �� ��!��	�� ���� � �	�.	!� !����!����
%��� 	
��	������ .�� ��	 �	A	!�	� 	�	!���! @	�� .�� ��	 �4 ��� �5 !��	��

.�������9
1	 
	��� ���� ��	 �4 !��	� %��� 47������ ��2�' �	 ����	 ��	 ��!��	�� ��� �	A	!�	� 	�	!���! @	��� .��

��	 �4 !��	 ��
�

Ei,TE = A1e
−jκxe−jβ1z ŷ

�

Er,TE = B1e
−jκxe+jβ1z ŷ

3. �	���� � �� � �	�.	!� !����!���' ��	� ��	 ���	���!	 �� η2 = 0� %��� 47������ ��-#' ��	 �	A	!���� !�	F!�	��
.�� ��	 �4 !��	 �� ��	�

r12 =
B1

A1
=

−η1 cos θ2
+η1 cos θ2

= −1

����!	 ���� ���� �� ��	 ���	 �� .�� ��	 !��	 �. ������ ��!��	�!	O ��	�	.��	 �	 !�� �	����	 ��	 @	��� .�� ��	
�4 !��	 ��

�

Ei,TE = E1e
−jκxe−jβ1z ŷ

�

Er,TE = −E1e
−jκxe+jβ1z ŷ

��	�	 E1 �� ��	 ��������	 �. ��	 ��!��	�� 	�	!���! @	��� ��	�	 @	��� ��	 ���������	� �� %����	 ����G�H� ����!	
���� ��	 ����� ����	����� 	�	!���! @	�� �� 9	�� �� ��	 ���	�.�!	� %�� ��	 �5 !��	' .��� 47������ ��#� �	 ����	
��	 ��!��	�� ��� �	A	!�	� 	�	!���! @	��� ��

�

Ei,TM =
A1

ωε1
(β1x̂− κẑ) e−jκxe−jβ1z

�

Er,TM =
B1

ωε1
(−β1x̂− κẑ) e−jκxe+jβ1z

%��� 47������ ��*0 ��	 �	A	!���� !�	F!�	�� .�� ��	 �5 !��	 ��

r12 =
B1

A1
=
η1 cos θ1
η1 cos θ1

= +1

##



1	 !�� ��	� �	����	 ��	 @	��� .�� ��	 �5 !��	 ��
�

Ei,TM = E1

(
β1

k1
x̂− κ

k1
ẑ

)
e−jκxe−jβ1z

�

Er,TM = E1

(
−β1

k1
x̂− κ

k1
ẑ

)
e−jκxe+jβ1z

��	�	 E1 �� ��	 ��������	 �. ��	 	�	!���! @	�� G����!	 ���� ��	 )	!���� �� ���	���	��� ��	 ���� )	!���� �� ��	
���	!���� �. ��	 	�	!���! @	��H� ��	�	 @	��� ��	 ���������	� �� %����	 ����G
H� +���� �	 �
�	�)	 ���� ��	 �����
����	����� 	�	!���! @	�� �� 9	�� �� ��	 ���	�.�!	�

������ ���
	 =���	��� '��� ���	��� ��� ����0�� ��������� �� � ������	 ������	��� )�* &= ����� )�* &/
�����

��������������

�6'��7� �8)9
+ ����	 ��)	 �� ��� Gn ≈ 1H �� ��!��	�� ���� � ��		� �. � !	����� �,�	 �. ����� Gn ≈ 1.414H� +����	 ����

��	 ���	�.�!	 
	��		� ��	 ��� ��� ����� �� ��	 z = 0 ����	� ��	 	�	!���! @	�� ������ �. ��	 ��!��	�� ��)	 ��
�

Ei = Eo

(
1√
2
x̂+ ŷ − 1√

2
ẑ

)
e−j4×106(x+z)

%��� ��	 	�	!���! @	�� ������ �. ��	 �	A	!�	� ��)	�

.�������9
1�	�	)	� ������!���� � !����	
 	�	!�������	��!� ���
�	� ��!� �� ����' �� �� � ���� ��	� �� @��� ��>	 �

���� �>	�!� �. ��	 @	��� ��� ��)	 )	!����O �� @�� ��	 �	A	!�	� @	���' �	 ���� @�� ��	 ��)	 )	!��� �. ��	
�	A	!�	� ��)	 ��� ��	 �	A	!���� !�	F!�	�� �� ��	 ���	�.�!	� %����' �	�6� !��!����	 ��	 )���	 �. ��	 �	A	!�	�

��)	 )	!���� <, ����	!����' �	 �		 ���� ��	 ��!��	�� ��)	 )	!��� ��
�

ki = 4× 106(x̂+ ẑ)� ��	 ��!��	�� ����	
�� .���� .��� ��	 ��!��	�� ��)	 )	!��� !�����	��� G�	.	� �� %����	 ����H;

θ1 = tan−1

(
κ

β1

)
= tan−1

(
4 × 106

4 × 106

)
= 45◦

#*



������ ����	 =���	��� '���� ���  ��� ���	��� ��� =!����� $�A�

<	!���	 ��	 �	A	!�	� ��)	 �� ����������� �� ��	 ���	 �	���� �� ��	 ��!��	�� ��)	 ��� ��	 �	A	!�	� ����	
�� ��	 ���	 �� ��	 ��!��	�� ����	' ��	� ��	 ���, !����	 ���� ���� �!!�� .�� ��	 �	A	!�	� ��)	 )	!��� �� �
!����	 �� ���� �. ��	 9/!�����	��;

�

kr = 4 × 106 (x̂− ẑ)

��	 �	
� ��	� �� �� �	!��	 ��	��	� ��	 ��!��	�� @	�� �� �4 ������9	�' �5 ������9	�' �� !������� 
��� �4
��� �5 !�����	���� 1	 ��	���., ��	 ����	 �. ��!��	�!	 .�� ���� ��)	 �� ��	 
/9 ����	� ��	 	�	!���! @	��
!������� � !�����	�� ������9	� �� ��	 ,/���	!���� G�4H' ��� � !�����	�� ���� �� �� ��	 
/9 ����	 G�5H�
��	�	.��	' �	 ���� @��� ����� ��	 @	�� ���� ��� �4 ��� �5 !�����	���' �� ����� �� %����	 ����' ��� ��	�
@�� ��	 �	A	!�	� ��)	 .�� 	�!� ������9����� �	�����	�,� ��	�' �	 ���� ��� ��	 �4 ��� �5 ��������� �� �
����
��	 ����� @	�� ��������� .�� ��	 �	A	!�	� ��)	� <, ����	!����' �	 !�� 	
���!� ��	 �4 ��� �5 !�����	���;

�

Ei,TE = ŷEoe
−j4×106(x+z),

�

Ei,TM =
Eo√

2
(x̂− ẑ) e−j4×106(x+z)

�� @�� ��	 �	A	!���� !�	F!�	��' �	 ���� >��� ��	 ����	 �. ��	 ���������	� ��)	' θ2� ���� �� .���� .���
$�	��6� ��� G47������ ��2�H;

θ2 = sin−1

(
n1

n2
sin θ1

)
= sin−1

(
1

1.414
sin 45◦

)
= 30.0◦

��	 �	A	!���� !�	F!�	�� .�� ��	 �4 ������9����� �� ��	�

Γ�� =
n1 cos θ1 − n2 cos θ2
n1 cos θ1 + n2 cos θ2

=
cos 45◦ − 1.414 cos30◦

cos 45◦ + 1.414 cos30◦
= −0.268

��	 �4 !�����	�� �. ��	 �	A	!�	� ��)	 ��

�

Er,TE = Γ��Eoe
−j

�

kr·
�
r ŷ = −0.268Eoe−j4×106(x−z)ŷ

*0



��	 �5 �	A	!���� !�	F!�	�� .�� ��	 	�	!���! @	�� ��

Γ�� =
n2 cos θ1 − n1 cos θ2
n2 cos θ1 + n1 cos θ2

=
1.414 cos45◦ − cos 30◦

1.414 cos45◦ + cos 30◦
= 0.0717

%��� %����	 ����' �	 �		 ���� ��	 
/!�����	�� �. ��	 	�	!���! @	�� )	!��� ���� !����	 ���� �� 
	 !������	��
���� 5�
�	��6� 	7�������� ��	�	.��	' ��	 �5 !�����	�� �. ��	 �	A	!�	� @	�� ��;

�

Er,TM = Γ��
Eo√

2
(−x̂− ẑ) e−j

�

kr ·
�
r = 0.0507Eo(−x̂− ẑ)e−j4×106(x−z)

+����	� �	���� �. �
������� ��	 �5 !�����	�� �� �� .������� %����' !��!����	 ��	 �5 !�����	�� �.

��	 ��!��	�� ����	��! @	��'
�

Hi,TM' ���!� ���� 
	 �� ��	 ,/���	!���� G!�	!> .�� ,����	�.OH� �	
�' !��!����	
��	 �����	
� ���� 
�"��	
�� ���0�
��	 Gr12H .�� ��	 �5 !��	' ��� ��	 ���� )���	 �� !��!����	 ��	 �	A	!�	�

����	��! @	��'
�

Hr,TM' ���!� ���� ���� 
	 �� ��	 ,/���	!����� %�����,' !��!����	
�

Er,TM .���
�

Hr,TM� ����
�	���� �� ����	� 
�� ���� �������		 ���� ��	 	�	!���! @	�� )	!��� �� �������� �� ��	 !���	!� ���	!�����

��	 ����� �	A	!�	� 	�	!���! @	�� �� �
����	� 
, ������� ��	 �4 ��� �5 ���������;

�

Er =
�

Er,TE +
�

Er,TM = Eo(−0.0507x̂− 0.268ŷ− 0.0507ẑ)e−j4×106(x−z)

��������������

�6'��7� �8&9
%��� ��	 	�	!���! @	�� ������ �. ��	 ���������	� ��)	 .��� 4
����	 ��#�

.�������9
��	 �������� ���!	�� �� ������� �� ���� ��	� �� 4
����	 ��# .�� ��	 �	A	!�	� @	��� 1	 @��� ���� @�� ��	

��)	 )	!��� �. ��	 ���������	� ��)	� $��!	 ��	 ��!��	�� ��)	 �� �� ���' ��	 ��������	 ���� 
	 ko� %���
���� �	 !�� @�� ko = 4

√
2 × 106� ��	 ��������	 �. ��	 ��)	 )	!��� �. ��	 ���������	� ��)	 �� ��	�

kt = n2ko = 8 × 106

��	 ���	 �	���� ����� 
	 �
����	� 
, !��!������� ��	 .�	7�	�!, �. ��	 ��)	' ω' ��� ��	� kt = ω
√
μoεon2�

?���� ���� �	���� ����� ���� ��	 ������������ ����	' �	 !�� @�� ��	 ���������	� ��)	 )	!��� G�	.	� �� %����	
����H;

�

kt = kt[sin(θ2)x̂+ cos(θ2)ẑ] = 8 × 106

(
1
2
x̂+

√
3

2
ẑ

)
= 4 × 106

(
x̂+

√
3ẑ
)

��	�	 θ2 ��� .���� �� ��	 4
����	 ��# ����� $�	��6� ��� �� 
	 30◦�
+����' �	 ��!>�	 ��	 �4 ��� �5 @	�� ��������� �	�����	�,' ��� ��	� ��� ��	� �� �
���� ��	 ����� 	�	!���!

@	��� ��	 ������������ !�	F!�	�� .�� ��	 �4 !�����	�� ��

T�� =
2n1 cos θ1

n1 cos θ1 + n2 cos θ2
=

2 cos 45◦

cos 45◦ + 1.414 cos30◦
= 0.732

G����!	 ���� 1 + Γ�� = T�� �� 	
�	!�	��H ��	 �4 !�����	�� �. ��	 ���������	� 	�	!���! @	�� !�� 	����, 
	
�����	� ���' ���!	 ��	 ������9����� �	����� �� ��	 ,/���	!����;

�

Et,TE = T��Eoe−j
�

kt·
�
r ŷ = 0.732Eoe−j4×106(x+

√
3z)ŷ

��	 �5 	�	!���! @	�� ������������ !�	F!�	�� ��

T�� =
n1

n2
t12 =

2n1 cos θ1
n2 cos θ1 + n1 cos θ2

=
2 cos 45◦

1.414 cos45◦ + cos 30◦
= 0.758

*�



������ ����	 =���	��� '���� ���  ��� ���	��� ��� =!����� $���

%������ ��	 �5 !�����	�� �. ��	 ���������	� @	�� �� � 
�� ���!>, 
	!���	 ��	 ��������	 ��� ���	!����
�. ��	 	�	!���! @	�� )	!��� !����	� �� ��	 ������ ��	 ��������	 �. ��	 ���������	� @	�� �� .���� .��� ��	
��������	 �. ��	 ��!��	�� @	�� ��� ��	 ������������ !�	F!�	��;

Et,TM = T��Ei,TM = 0.758
Eo√

2

√
12 + 12 = 0.758Eo

�	.	����� �� %����	 ����' �	 !�� ��	� �
���� ��	 
/ ��� 9/!�����	��� �. ��	 	�	!���! @	��' 
��	� �� ��	 ����	
�. ��	 ���������	� ��)	;

�

Et,TM = Et,TM(x̂ cos θ2 + ẑ sin θ2)e−j
�

kt·
�
r = 0.758Eo(

√
3

2
x̂+

1
2
ẑ)e−j4×106(x+

√
3z)

= Eo(0.656x̂+ 0.379ẑ)e−j4×106(x+
√

3z)

+����	� �	���� �. �
������� ��	 �5 !�����	�� �� �� .������� %����' !��!����	 ��	 �5 !�����	�� �. ��	

��!��	�� ����	��! @	��'
�

Hi,TM' ���!� ���� 
	 �� ��	 ,/���	!���� G!�	!> .�� ,����	�.OH� �	
�' !��!����	 ��	
�����	
� ���� 	
����
��
�� ���0�
��	 Gt12H .�� ��	 �5 !��	' ��� ��	 ���� )���	 �� !��!����	 ��	 ���������	�

����	��! @	��'
�

Ht,TM' ���!� ���� ���� 
	 �� ��	 ,/���	!����� %�����,' !��!����	
�

Et,TM .���
�

Ht,TM� ����
�	���� �� ����	� 
�� ���� �������		 ���� ��	 	�	!���! @	�� )	!��� �� �������� �� ��	 !���	!� ���	!�����

��	 ����� ���������	� 	�	!���! @	�� �� �
����	� 
, ������� ��	 �4 ��� �5 ���������;

�

Et =
�

Et,TE +
�

Et,TM = Eo(0.656x̂+ 0.732ŷ+ 0.379ẑ)e−j4×106(x+
√

3z)

��������������

*�



��'�; ����� 5������� ��<������

����� ���	���� �	A	!���� G�3�H �!!��� �� ��	 ���	�.�!	 
	��		� ��� ��	�	!���! G�����	��H �	��� ��	� ��	
��!��	�� ��)	 �� !����	�	�, �	A	!�	� �� ��	 ���	�.�!	� �3� !�� ���, �!!�� �. ��	 ������ 
��
�� ��� � ����


���� �� 
��
��	
�� 	��� 	�� 
��
���	 
��
��' ��� �. ��	 ����	 �. ��!��	�!	 �� ��	��	� ���� � !	����� ����	'
!���	� ��	 !����!�� ����	� =�	 	��, ��, �� �	�	�
	� ���� �� �� ����> �. 
	��� �� � �������� ���� ���	� ��	
���	� ���� ,��� 	,	� ��	�� 3. ,�� ���> �������� �� ������� ��	 ���	�B��� ���	�.�!	' ,�� ���� 
	 �
�	 �� �		
��	 �>, �
�)	� +� ,�� ���> �� ��	 ���.�!	 �� �� ��!�	����� ����	' ������' 	)	������, ,�� ���� ��� 
	 �
�	 ��
�		 ��� �. ��	 ���	� ��,���	� 3���	��' ��	 ���.�!	 ���� ���> ��>	 � ������ ��� ,�� ���� ���, �		 � �	A	!����
�. ��	 
����� �. ��	 ����� ���� ��	� ��� ����	� �. ,�� ��	 �� ��	 ��� ��� ���>��� ���� ��	 ���	�� ����
��	���	��� �!!��� 
	!���	 ��	 ���	� ��� � ����	� ���	
 �. �	.��!���� ���� ��	 ������	 ����

��	 �>/)	!��� ���.�!	� �� ��	 ���	�.�!	 
	��		� � ���� ���	
 �. �	.��!���� ���	���� ��� � ���	� ���	
 �.
�	.��!���� ���	���� �� ����� �� %����	 ���"� +� ����,�' ��	 ����	����� !�����	��� �. ��	 ��!��	��' �	A	!�	�'
��� ���������	� ��)	 )	!���� ���� 
	 	7���� +� ��	 ����	 �. ��!��	�!	 ��!�	��	�' ��	�	 ���� !��	 � �����
�� ���!� ��	 ����	����� !�����	�� �. ��	 ��)	 )	!��� ���� 
	 	7��� �� k2' �� ��	 ������ !�����	�� �. ��	
��)	 )	!��� �� ��	 �	!��� �	���� ���� 
	 9	��� ���� ��	!��� ����	 �� !���	� ��	 !����!�� ����	' θc' ��� �!!���
��	� k1 sin θc = k2' ���!� !�� 
	 �	�����	� ��

sin θc =
n2

n1
G���0�H

��	 ��)	 )	!��� �� ��	 �	!��� �	����'
�

k2 = κx̂ + β2ẑ' ���� �����., ��	 �	���������� k
2
2 = κ2 + β2

2 � +�
����	� ��	��	� ���� θc' ��	 ����	����� !�����	��' κ' �� ��
��
 ���� ��	 ��������	 �. ��	 ��)	 )	!��� �� ��	
�	!��� �	����' k2� ��	�	.��	' .�� ��	 �	���������� �� ����' β

2
2 ���	 �� ����	
��' ���!� �����	� ��	 ������

!�����	�� �. ��	 ��)	 )	!��� �� ��	 �	!��� �	���� �� �� ��������, 7������,� �	�	�
	� ���� �� ��������,
����������� !������� �����@	� �� ���	�������' ��� �����������' ��)	� ���� !�� 
	 �
�	�)	� �. �	 �	@�	√
β2

2 = −jα2� ��	�' ��	 ��)	 ���	����	� �� ��	 9/���	!���� ���!	 e
−j(−jα2)z = e−α2z� <	!���	 ��	�	 �� ��

����������� ��)	 �� ��	 �	!��� �	����' �3� �!!���� ���	' ���	)	�' ���� ���� ��	� ��	 �	�� ���� ��	�	 ��
�� ���	� A����� �� ��	 �	!��� �	����� 3� ���, �����	� ���� �� ���	� �� �	�)��� ��	 ���	�.�!	' ��	� ��� �. ��	
���	� �� A����� ������	� �� ��	 ���	�.�!	�

��	 �	A	!���� !�	F!�	�� .�� ��	 !��	 �. �3� !�� 
	 .���� .��� ��	 �	�	��� .��� �. ��	 �	A	!���� !�	F!�	��
G47������ ��*2H� �	�	�
	� ���� �3� !�� ���, �!!�� ��	� n1 > n2 ��� κ > kon2� $��!	 κ

2 +β2
2 = (kon2)2

�� ��	 �	!��� �	���� ��� β2
2 �� �	����)	' ��	� .�� ��	 �3� !��	 �	 !�� ����	 ��	 ������ !�����	�� �. ��	

��)	 )	!��� �� ��	 �	!��� �	���� ��

β2 = ±j
√
κ2 − k2

on
2
2 ≡ ±jα2 G���0�H

��	 ���� ���� 
	 !���	� ��!� ���� ��)	 �	!�,� ���, .��� ��	 ���	�.�!	� %�� ���� �	���� �	 �		� �� �	�	!�
��	 �	����)	 ���� �� ���� e−j(−jα2)z = e−α2z � 3. �	 ��!���	!��, �	�	!� ��	 ������)	 ����' �	 ����� ��)	
e−j(+jα2)z = e+α2z ' ���!� �	��	�	��� � ��)	 ���� �� 	
���	������, �
��
�� ���, .��� ��	 ���	�.�!	� %���
47������ ��*2' ��	 �	A	!���� !�	F!�	�� .�� ��	 !��	 �. �3� ��

r12 =
β1 + jδ12α2

β1 − jδ12α2
= ej2φ G���0�H

��	�	 φ = tan−1(δ12α2/β1)' ��� δ12 = 1 .�� ��	 �4 !��	 ��� δ12 = ε1/ε2 = n2
1/n

2
2 .�� ��	 �5 !��	� +���'

�	�	�
	� ���� r12 �� �	@�	� �� �	��� �. ��	 	�	!���! @	��� .�� ��	 �4 !��	' ��� �� �	��� �. ��	 ����	��!
@	��� .�� ��	 �5 !��	� ����!	 ���� ����	 ��	 !����!�� ����	 ��� ��	 ��������	 �. ��	 �	A	!���� !�	F!�	��
��	 ���	�	��	�� �. ������9�����' ��	 ����	 ���.�' φ' 	
�	��	�!	� 
, � ��)	 ���	������ �3� 
� ����

��	
��
��������	�

��'��= >�������8� $����

<�	���	�6� ����	 �� � ��	!��� ����	 �� ���!� ��)	� ��	 ��	 
�"��	�� .��� �� ���	�.�!	� 5���	����!���,
��	�>���' �� �� ��	 ����	 �� ���!� r12 = 0� +����	 ���� � ����	 ��)	 �� ��!��	�� �� � �����	 ���	�.�!	 �� ��

*�



������ ���
	 &�� ����	 �� 	�	�� ��	����� ������	��� )&�"*� &�" ������  ��� 	�� ����! �� ������	��� �� 	��
'��	 ������ �� ������ 	��� 	�� ������ )	���� �� ��		��� �����  �	�� �� � � ������ ����* ��� 	�� �������	
����� �� ����	�� 	��� 	�� ���	���� ������ θc� B���� 	�� 	�����	��� ��������	� �� 	�� �������	� ��1��	�� ���
	������		��  ���� ���	 �� �0���� 	�� ������ ��������	 �� 	��  ��� ���	�� �� 	�� ������ ������ �� 5��� �	
	�� ���	���� ������ 
	 ������ ����	�� 	��� 	�� ���	���� ������ κ > k2 ��� 	�� ������ ��������	 �� 	��  ���
���	�� �� 	�� ������ ������ �� �� ��������� 0���	�	��

����	 ���� �� �	�� ���� ��	 !����!�� ����	' θc� 3� ���� !��	' ��	�	 ���� 
	 ����������� ��)	� �� 
��� �	�����
� ��� �� %��� 47������ ��*2 �	 �		 ���� ��	 �	A	!���� !�	F!�	�� ���� 
	 	7��� �� 9	�� �. β1 = δ12β2� %��
��	 �4 !��	' ���� ����� �	7���	 ���� β1 = β2 ���!� !�� ���, �!!�� �� ��	 ���)��� !��	 �� ���!� k1 = k2�
���� �	��� ���� ��	 ���	���� ����	���	� ��	 ��	���!�� �� 
��� ���	� �. ��	 ���	�.�!	 ��� ��	�	 �� �� ���	�.�!	O
E��	)	�' .�� ��	 �5 !��	 ��	 �	A	!���� !�	F!�	�� �� 9	�� �. ε2β1 = ε1β2� 3. 
��� �	����� � ��� � ��	 �����	��'
��	� ���� !�������� �!!��� �� <�	���	�6� ����	' θB' ���!� �� ��)	� 
,

θB = tan−1

√
ε2
ε1

= tan−1 n2

n1
G���0�H

�	�	�
	� ���� <�	���	�6� ����	 �!!��� ���� ��
 �( ����� 
� �������� ���
�� �	.	� �� +��	���
 � .�� �
�	��)����� �. <�	���	�6� ����	�

��'��� 1��	
��2 ��<������ (��	 �� $��?����� 5����(���

������	� �� 	�	!�������	��! ��)	 ����������� ������� ��� Gn ≈ 1H� ��	 ��)	 �� ��!��	�� �� � 
������,

	��		� ��� ��� �����' ���!� �� �����	� �� ��)	 �� ���	
 �. �	.��!���� n = 1.5� :	� �� 	
����	 ���� ����	��
�� ��	 ��������	 �. ��	 	�	!���! @	�� �	A	!���� !�	F!�	��' Γ' .�� ��	 �4 ��� �5 !��	� �� ��	 ��!��	�� ����	'
θ1 �� )���	�� %����	 ���2G�H ���������	� ��	 ��������	 �. ��	 	�	!���! @	�� �	A	!���� !�	F!�	��� .�� ���� !��	�
+� ������ ��!��	�!	 Gθ1 = 0◦H' ��	 �	A	!���� !�	F!�	��� .�� ��	 �4 ��� �5 !��	� ��	 	7���' �� 	
�	!�	��
+� ��	 ��!��	�� ����	 �� ��!�	��	�' <�	���	�6� ����	 �� !�	���, 	)��	�� .�� ��	 �5 ��)	� +���' ����!	 ����
���!	 ��	 ���	
 �. �	.��!���� �. �	���� � �� ���	� ���� �	���� �' �� �3� �� �
�	�)	��

��� !�����	� ��	 �������	 !��	' �� ���!� � ��)	 �� ����������� �� ����� ��� �� ��!��	�� �� � �����B���

������,� ���� !��	 �� ���������	� �� %����	 ���2G
H� $��!	 ��� �	���� � ��� � ��	��	� ���	
 �. �	.��!����

*�



���� �	���� �' �	 �
�	�)	 � !����!�� ����	 �� ���!� ��	 ��������	 �. ��	 �	A	!���� !�	F!�	��� .�� 
��� �4
��� �5 ������9������ 
	!��	 ����,� ���	 ���� ��	�	 ������ ���� ��	 ��������	 ���,M ��	�	 �� ���� � )��,���
����	 ���.� ���� �!!��� ���� �	A	!���� �	�	����� ���� ��	 ��!��	�� ����	�

������ ����	 /����	��� �� 	�� ����	��� '��� ��1��	��� ���C����	� Γ� ��� ������� ������ �� ���������� θ1� )�*
�� 	��� ����� n1 = 1 ��� n2 = 1.5� D�� �	��8� ����� )θB* �� ������� ������� ��� 	�� &/  ��� �	 �����!���	���
56◦� )�* �� 	��� ����� n1 = 1.5 ��� n2 = 1� B���� n1 > n2� 	���� �� 	�	�� ��	����� ��1��	��� ���	 	�� ���	����
������ θc�  ���� ������ �	 �����!���	��� 42◦� D�� �	��8� ����� )θB* �� �������� ��� 	�� &/  ��� �	
�����!���	��� 34◦�

��������������

�6'��7� �8�,9

+����	 ���� �� 	�	!�������	��! ��)	 ����������� �� ����� Gn1 = 1.414H �� ��!��	�� ���� � �����B���

������,' �� ����� �� %����	 ���-� ��	 
������, �� ��	 z = 0 ����	� %��� ��	 ��)	 )	!��� �� �	����� �
��� � �. ��	 	�	!�������	��! ��)	 �� ��!��	�� ���� ��	 ���	�.�!	 �� θ1 = 75◦� +����	 ���� ��	 .�		 ���!	
��)	�	���� �. ��	 ��!��	�� ��)	 �� λo = 1.57 μ��

.�������9

3� ���� ���
�	�' n1 > n2' ���!� �	��� ���� �3� ��, 
	 �!!������� ��	 !����!�� ����	 .�� ���� ���	�.�!	
��

θc = sin−1

(
n2

n1

)
= sin−1

(
1

1.414

)
= 45◦

$��!	 ��	 ��!��	�� ����	 �� ��	��	� ���� ��	 !����!�� ����	' �	 ���� ��)	 �3�� 3. �3� �	�	 ��	 �!!������'
�	 !���� ��	 $�	��6� ��� �� !��!����	 ��	 ����	 �. ��	 ���������	� ��)	 )	!���' ��� ��	� @�� ��	 )	!���
!�����	���� E��	)	�' ��	� �3� �!!���' $�	��6� ��� �� ����	� ��)	� � )���� ����	 �� ��	 �	!��� �	����

	!���	 ��	 �. ��	 ��)	 )	!��� !�����	��� �� ��	 �	!��� �	���� �� ��������,O G��	!> ���� .�� ,����	�.�H %��

*"



���� �	����' �	 �	�� ���� ��	 ��)	 )	!��� !�����	��� ���	!��,' ��� ����, ��	 .�!� ���� ��	 ����	����� ��)	
)	!��� !�����	��� ���� 
	 	7��� �� 
��� �	������ ��	 ��������	 �. ��	 ��)	 )	!��� �� �	���� � ��

ki = k1 = n1

(
2π
λo

)
= 1.414

(
2π

1.57 × 10−6

)
= 5.66 × 106 rad /m

1	 !��!����	 ��	 ��)	 )	!��� �� �	���� � .��� ��	 ��!��	�� ����	;

�

k1 = κx̂+ β1ẑ = k1 sin θ1x̂+ k1 cos θ1ẑ = 5.47 × 106x̂+ 1.46 × 106ẑ

3� �	���� �' ��	 ����	����� !�����	�� GκH ���� 
	 ��	 ���	� +���' ��	 ��������	 �. ��	 ��)	 )	!��� ��

k2 = n2

(
2π
λo

)
=
(

2π
1.57 × 10−6

)
= 4.00 × 106 rad /m

��	�	.��	' ��	 9/!�����	�� �. ��	 ��)	 )	!��� ���� 
	

β2 =
√
k2
2 − κ2 =

√
(4.00 × 106)2 − (5.47 × 106)2 = −j3.73 × 106 = −jα2

����!	 ���� �	 ��)	 !���	� ��	 �	����)	 ���� �� ���	� �� �
���� � ��)	 ���� �	!�,� ���� .��� ��	 ���	�.�!	�
��	 ��)	 )	!��� �� �	���� � �� ��	�

�

k2 = κx̂+ β2ẑ = 5.47 × 106x̂− j3.73 × 106ẑ

������ ����	 E����F��� ��	������ ��������� �� =!����� $���

��������������

�6'��7� �8��9
%�� ��	 ���B����� ���	�.�!	 �	�!��
	� �� 4
����	 ��# Gn1 = 1' n2 = 1.414H' @�� ��	 ��!��	�� ����	 �	7���	�

��!� ���� ���, ��	 �4 !�����	�� �. ��	 ��)	 �� �	A	!�	� .��� ��	 ���	�.�!	� 1��� �� ��	 �5 	�	!���! @	��
������������ !�	F!�	�� GT��H �� ���� ����	8

*2



.�������9
3. ��	 ��)	 �� ��!��	�� �� <�	���	�6� ����	' ��	 �5 �	A	!���� !�	F!�	�� ���� 
	 9	��' ��� ���, ��	 �4

!�����	�� ���� 
	 �	A	!�	�� %��� 47������ ���0�' �	 @�� ���� <�	���	�6� ����	 ��

θB = tan−1 n2

n1
= tan−1 1.414

1
= 54.7◦ = θ1

?���� $�	��6� ���' ��	 ���������	� ����	 �� .���� �� 
	 θ2 = 35.3◦� V��� �� � !�	!>' �	�6� !��!����	 ��	 	�	!���!
@	�� �	A	!���� !�	F!�	�� �� θ1 = θB ;

Γ�� =
n2 cos θ1 − n1 cos θ2
n2 cos θ1 + n1 cos θ2

=
1.414 cos54.7◦ − cos 35.3◦

1.414 cos54.7◦ + cos 35.3◦
= 0

��	 	�	!���! @	�� ������������ !�	F!�	�� .�� ��	 �5 !��	 ��

T�� =
n1

n2
t12 =

2n1 cos θ1
n2 cos θ1 + n1 cos θ2

=
2 cos 54.7◦

1.414 cos54.7◦ + cos 35.3◦
= 0.71

���� �	���� !�� 
	 !��.����� �� @���O 3. �00T ������������ �� �!!������' ��	� ��, �� T�� = 0.718 ��	
�	���� �� 
	!���	 ��	 	�	!�������	��! ����
 ���� 
	 !���	�)	� �!���� ��	 ���	�.�!	' ��� ��� �	!	������, ��	
��������	 �. ��	 ����	

� ����� 3� �� ���� ����! ���� ���� 
	 ����	��	� �� ��	 �	
� �	!�����

��������������

��$ ��)�
 ���) �� �� %���
"���

1	 �	
� ���� ��� ���	����� �� ��	 A�� �. ���	� ���� �!!��� �� �� ���	�.�!	 ��	� � ����	 ��)	 �� ��!��	��
�� �� �
��7�	 ����	� 3� ��>	� �������)	 �	��	 ���� ��	 ���	� ������ 
	 !���	�)	� �!���� ��	 ���	�.�!	' ���!	
���	� �� ��� !�	��	� �� �
���
	� 
, ��	 ���	�.�!	� <��' ��	� ��	 ��)	 �� �� �� �
��7�	 ����	 �. ��!��	�!	'
���� ���	� ��	 �	 �	.	����� ��8 3. � ����	 ��)	 �� ��!��	�� �� �� ����	' ��	 ��)	 !�� 
	 �	!�����	� ���� ��	
���� ���� �� ����������� ������� ��	 ���	�.�!	 ��� �����	� ���� ���� �� ����������� ������	� �� ��	 ���	�.�!	�
���	� !���	�)����� ���, �	.	�� �� ��	 !�����	��� ���� ��������	 ������ �� G��	� ������� �� ���, .���H ��	
���	�.�!	�

��,�� �1 
�����.�����

�� ���������	 ��	 !���	�)����� �. ���	� �!���� �� ���	�.�!	' �	 ���� !��!����	 ���	/�)	���	 ���	� A�� �	�

���� ��	�' 〈
�

S〉' �. ��	 ��!��	��' �	A	!�	�' ��� ���������	� ��)	� �� ��	 ���	�.�!	 Gz = 0H� 3� ���� !��	' �	
���� �����	 ���� 
��� �	��� ��	 �����	��� %�� ��	 �4 !��	' ��	 	�	!���! @	�� ������ �. ��	 ��!��	�� ��)	 ��
�

Ei = ŷEie
−j(κx+β1z)� ��	�	.��	' ��	 ��!��	�� ����	��! @	�� ������ ��

�

Hi =

�

ki ×
�

Ei
ωμo

=
1
ωμo

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ
κ
0

0
Eie

−j(κx+β1z)

ẑ
β1

0

∣∣∣∣∣∣ =
Ei
ωμo

(−β1x̂+ κẑ) e−j(κx+β1z) G���0"H

��	 ���	/�)	���	 ���	� �. ��	 ��!��	�� ��)	 �� ��	�〈�

Si
〉

=
1
2
Re
{ �

Ei ×
�

Hi

∗}

=
1

2ωμo

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ
0

−β1E
∗
i e

+j(κx+β1z)
Eie

−j(κx+β1z)

0

ẑ
0

κE∗
i e

+j(κx+β1z)

∣∣∣∣∣∣
*-



=
|Ei|2
2ωμo

Re {κx̂+ β1ẑ} G���02H

���	 ���� �	 ��)	 ��	� EiE
∗
i = |Ei|2 �� �	��)��� ���� �	����������' ��� ��)	 �����	� ���� κ∗ = κ ���

β∗
1 = β1 ���!	 ��	 �	���� �� �����	�� ��� ��	�	.��	 κ ��� β1 ��	 �	���
%�� ��	 �	A	!�	� ��)	' ��	 	�	!���! @	�� ��������	 �� Er = Γ��Ei' ��� ��	 ��)	 ��������	� ���, .��� ��	

���	�.�!	 ���� � ��)	 )	!���
�

kr = κx̂−β1ẑ� ?���� ��	 ���	 ���!	���	 �� ��	 ��!��	�� ��)	' ��	 ���	/�)	���	
���	� �. ��	 �	A	!�	� ��)	 �� 〈 �

Sr
〉

=
|Ei|2|Γ��|2

2ωμo
Re {κx̂− β1ẑ} G���0-H

��	 ��������	 �. ��	 ���������	� 	�	!���! @	�� �� Et = T��Ei� 3� ���� !��	' �	 !�� ��� �����	 ����
β∗

2 = β2 ���!	 ��	 ��)	 �� ��	 �	!��� �	���� ��, 
	 �	!�,��� G
	!���	 �. �3�H ���!� ����� �	�� �� ��
��������, )���	 �. β2� ��	�	.��	' ��	 ���	/�)	���	� ���	� �. ��	 ���������	� ��)	 �� ��	 ���	�.�!	 ��〈�

St
〉

=
|Ei|2|T��|2

2ωμo
Re {κx̂+ β∗

2 ẑ} G���0#H

������ ����	 %� �� �� ��������� �	 	�� ��	������ �� 	�� 	�	�� �� �� 1� ��� ��	� � ������ �� �0��� 	� 	��
	�	�� �� �� 1� ��� ��	 �� 	�� ���� �������

�� !�	!> ���	� !���	�)����� �� ��	 ���	�.�!	' �	 !����	 � �����	 )����	 �!���� ��	 
������, �� �����
�� %����	 ���#� %�� ���	� �� 
	 !���	�)	�' ��	 ����� ���	/�)	���	 ���	� A����� ���� ��	 )����	 ���� 
	
	7��� �� ��	 ����� ���	/�)	���	 ���	� A����� ��� �. ��	 )����	� =
)�����,' ��	 
/���	!�	� !�����	��� ��	
!���	�)	� ���!	 ��	, �����, A�� ����� ��	 ���	�.�!	� ��	�	.��	' �	 ��	 �	.� ���� ��	 9/!�����	���� :	� ��

�	���	 ��	 !����/�	!������ ��	� �. ��	 �����	 )����	 �� ��	 
/, ����	 �� +� $��!	 〈
�

S〉 �� ��	 ���	/�)	���	
���	� A�� ��
 ��
	 �
��' ��	 ����� ���	/�)	���	 ���	� �. ��	 ��!��	��' �	A	!�	�' ��� ���������	� ��)	� ��
��	 9/���	!���� ��;

Pi,z = A 〈Si,z〉 G���0*H

*#



Pr,z = A 〈Sr,z〉 G����0H

Pt,z = A 〈St,z〉 G�����H

$	����� Pi,z + Pr,z = Pt,z ,�	���
β1 − β1|Γ��|2 = Re {β∗

2} |T��|2 G�����H

<, ��
��������� ��	 	
��	������ .�� Γ�� ��� T�� G47������� ��-2 ��� ��--H' �� �� 	����, ����� ���� ���	� ��
���		� !���	�)	� �!���� ��	 ���	�.�!	 G�	.	� �� +��	���
 � .�� �	�����H�

��,�� �- 
�����.�����

%�������� �� ��������� �	��)����� �� .������ ���� .�� �5/������9	� ��)	� �� �
��7�	 ��!��	�!	' ��	 ���	/
�)	���	 ���	� �. ��	 ��!��	��' �	A	!�	�' ��� ���������	� ��)	� �� ��	 ���	�.�!	 ��

〈�

Si
〉

=
|Hi|2
2ωε1

Re {κx̂+ β1ẑ} G�����H

〈 �

Sr
〉

=
|Hi|2|Γ��|2

2ωε1
Re {κx̂− β1ẑ} G�����H

〈�

St
〉

=
|Hi|2|T��|2

2ωε1
Re {κx̂+ β2ẑ} G����"H

���	 ���� ��	 �	������)��, �� ��	 �	��������� �� ε1 �� ��� ���		 !��	�� $	����� ��	 �����' 9/���	!�	�' ���	/
�)	���	 ���	� �� �	���� � 	7��� �� ��	 9/���	!�	� ���	/�)	���	 ���	� �� �	���� � �� ��	 ���	�.�!	 ,�	���

β1 − β1|Γ��|2 = Re {β2} |T��|2 G����2H

<, ��
��������� ��	 	
��	������ .�� Γ�� ��� T�� G47������� ��*� ��� ��*�H' �� �� 	����, ����� ���� ���	�
�� ���		� !���	�)	� �!���� ��	 ���	�.�!	 G�	.	� �� +��	���
 � .�� �	�����H�

��,�� ��<������� ��� �����	�������

1	 ��)	 ��	)�����, �	@�	� �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� �� ��	 ���	�.�!	' Γ ��� T ' �� �	��� �.
��	 ������ �. ��	 	�	!���! @	���� 3� ��������' �	 !�� �	@�	 !�	F!�	��� �� �	��� �. ��	 ������ �. ��	 ��!��	��'
�	A	!�	�' ��� ���������	� ����
� ��	�	 !�	F!�	��� ��	 !���	� ��	 
�"��	���� G�H ��� ��	 	
����
		���� G�H'
��� ��	 �	@�	� ��

R =
Pr,z
Pi,z

=
〈Sr,z〉
〈Si,z〉

G����-H

T =
Pt,z
Pi,z

=
〈St,z〉
〈Si,z〉

G����#H

%�� 
��� ��	 �4 ��� �5 ������9������' �� !�� 
	 ����� ����

R = |Γ|2 G����*H

��	�	 Γ = Γ�� .�� �4 ������9����� �� Γ = Γ�� .�� �5 ������9������ ��	 �����������!	 ��

T = |T |2Re
{
β∗

2

β1

}
G����0H

��	�	 T = T�� .�� �4 ������9����� �� T = T�� .�� �5 ������9������ 3� �	��� �. ��	 ���@	� .����������
��	�	��	� 	����	� �� ���� !����	�' ��	 �	A	!���!	 ��� �����������!	 !�� 
	 �����	� ��

R = |r12|2 G�����H

**



T = |t12|2Re
{
β∗

2

β1
δ12

}
G�����H

��	�	 δ12 = 1 .�� �4 ������9�����' ��� δ12 = ε1/ε2 .�� �5/������9������ �	�	�
	� ���� �� ��	 ���@	�
.����������' ��	 �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� r12 ��� t12 ��	 �� �	��� �. ��	 	�	!���! @	��� .�� �4
������9����� ��� �� �	��� �. ��	 ����	��! @	��� .�� �5 ������9�����O

��. �������! ,� ��

+� ���	�	����� ��	���	��� ���� �!!��� ��	� � ��)	 �� �	A	!�	� .��� �� ���	�.�!	 �� ��	 .�������� �. �
��������� ��)	'� ���!� �� � ������� �. ��	 ��)	 ���� �� @
	� �� ���!	 ��� ��	� ��� ��������	� ������	� �
�4 ������9	� ����	 ��)	 ���� �� ����������� �� � �	���� ���� ���	
 �. �	.��!���� n1 ��� �� �	A	!�	� .���
�� ���	�.�!	 G�� ��������� �����	�� !�� 
	 ��	�	��	� .�� ��	 �5 !��	H� ��	 ��!��	�� ��)	 �� �� �� ����	
θ1 ���� �	��	!� �� ��	 ���	�.�!	 ������� ��	 �	A	!�	� ��)	 �� ��	� ���� �� �� ����	 θ1 ���� �	��	!� �� ��	
������� ��	 ��� ����	 ��)	� �� �	���� � !�� 
	 �����	� ��

�

Ei = Eie
−jβ1ze−jκxŷ G�����H

�

Er = Ere
+jβ1ze−jκxŷ = Γ��Eie

+jβ1ze−jκxŷ G�����H

����!	 ���� ��	 ��
���� ��������	 �. ��	 ��!��	�� ��)	 �� |
�

Ei| = Ei ��� ��	 ��
���� ��������	 �. ��	

�	A	!�	� ��)	 �� |
�

Er| = Γ��Ei' ��� ���� ��	�	 ��������	� ��	 ���	�	��	�� �. ��	 �������� ����� ��	 9/�
���
��	 ����� 	�	!���! @	�� �� �	���� � �� ��	�

�

E��� =
�

Ei +
�

Er = Eie
−jβ1ze−jκxŷ + Ere

+jβ1ze−jκxŷ

= Ei
(
e−jβ1z + |Γ��|ejφe+jβ1z

)
e−jκxŷ

= Eie
−j(κx+β1z)[1 + |Γ��|ej(2β1z+φ)]ŷ G����"H

���	 ���� �	 ��)	 �����	� ��	 !����	
 �	A	!���� !�	F!�	�� �� ����� .��� �� Γ�� = |Γ��|ejφ� ���!�������
��	 ��
���� ��������	 �. ��	 !��
��	� 	�	!���! @	�� �� �	���� �' �	 @��

|
�

E���| = |Eie−j(κx+β1z)| · |1 + |Γ��|ej(2β1z+φ)| G����2H

��	 ��������	 �. ��	 @��� �	�� �� Ei' ����	 ��	 ��������	 �. ��	 �	!��� �	�� ��

|1 + |Γ��|ej(2β1z+φ)| = |1 + |Γ��| cos (2β1z + φ) + j|Γ��| sin (2β1z + φ) | G����-H

����!	 ���� ��	 ��������	 �. ��	 	�	�� ���� �� �� ����	� � !������� )���	' 
�� ����	�� �� � �	�����! .��!���� ��
��	 9/���	!����O ��	 ��
���� )���	 ���� ��	 ��)	 !�� �����	 �� ��, �������� �� !���	� ��	 �	���
�� ����
��������� ��	 
	��)��� �. ��	 �������� ��)	 	�)	���	 �� ���� 	����, )������9	� ����� � ������!�� �	����
!���	� ��	 �!���> ��������� ��	 !���> ������� �� �����, � ���� �. 47������ ����- �� ��	 !����	
 ����	 .��
��!�	����� )���	� �. z� +� z = 0' ��	 �������� ��)	 	�)	���	 �� ������������ �� ��	 �	���� �. � ���	 	
�	�����
.��� ��	 ������ �� ��	 ����� �+� ����� �� %����	 ���*G�H� +� ��	 ������!	 .��� ��	 ���	�.�!	 �� ��!�	��	� Gz

	!��	� ��!�	������, ���	 �	����)	H' ��	 ����	 !����	 !���	� ��	 �!���>� �� �����	 �� � !��!>���	 ���	!����'
�� ����� �� %����	 ���*G
H�

%��� ��	 !���> �������' �� �� 	����, �		� ���� ��	 �������� ��)	 	�)	���	 ��� � ��
���� ��������	 �.
Ei(1 + |Γ��|) ��� � ������� ��������	 �. Ei(1 − |Γ��|)� +������� ��� ��	�	��	� �	�	' �	 ����� �
����
� ������� �������� .�� �5 ������9	� @	���� ��	 �	���
�� ���� 
�	
� G$1�H �� ��	 ����� �. ��	 ��
���� ��
������� ��������	 �. ��	 �������� ��)	 	�)	���	;

SWR =
1 + |Γ|
1 − |Γ| G����#H

�00



������ ����	 G������5�	��� �� 	�� �	������  ��� �������� ����� 	�� ����� ������� �� 	�� ������! ������
&�� �������� �� ������	����� 	� 	�� ����	� �� �� ��� 	��	 �!	���� ���� 	�� ������ 	� � ��	�	��� 9�����:
�������� �	 ���	�� )�* &�� ����� �	 z = 0� )�* 
� 	�� ���	���� ���� 	�� ��	������ �� ��������� )z �������
������������ ���� ����	���*� 	�� ����� ��	�	�� �� � ����� ��� �����	����

��	 ����	�� $1� �� �!��	)	� �. |Γ��| = 1 ���!� ����� �!!��' .�� 	
����	' �. �	���� � �� � �	�.	!� !����!����
3� ���� !��	' ��	 �������� ��)	 	�)	���	 ���� ��)	 � ��
���� )���	 �. 2Ei ��� � ������� )���	 �. 9	���
���� �	����� �� � ���	 �	���
�� ����� %�� � �	�	��� !��	 �� ���!� |Γ��| �= 1' ��	 �	������� ����	�� !�� 
	
!�	��	� 
, ��	 ���	��������� �. � ���	 �������� ��)	 �� � ���)	���� ��)	�

+��� .��� ��	 !���> �������' �	 �
�	�)	 ���� ��	 �������� ��)	 	�)	���	 �� � �	�����! .��!����� ��	
�	���� �. ��	 �������� ��)	 	�)	���	' Λ' �� ��	 ������� ������!	 �� ��	 9/���	!���� �	7���	� .�� ��	 �!���>�
�� �	���� �� ��	 ���	 ��������� ���� �!!��� ��	� 2β1Λ = 2π' ���!� ,�	���

Λ =
π

β1
=

π

n1ko cos θ1
=

λo
2n1 cos θ1

G����*H

���!	 ko = 2π/λo� +� ��	 ��!��	�� ����	 ��!�	��	�' ��	 �	���� �. ��	 �������� ��)	 	�)	���	 ��!�	��	�� ��	
�������� ��)	 	�)	���	 ���� ��	 �����	�� �	���� �� �!��	)	� ��	� ��	 ��!��	�� ��)	 �� �� ������ ��!��	�!	
Gθ1 = 0H� 3� ���� !��	' ��	 �	���� �. ��	 �������� ��)	 	�)	���	 �� �����, Λ = λo/(2n1)�

%����	 ���0 ���������	� ��	 ��������	 �. ��	 ����� 	�	!���! @	��'
�

E���' ��� ��	 �������� ��)	 	�)	���	
.�� � ��)	 ���� �� �������, ��!��	�� �� �� ���	�.�!	� %�� ���� 	
����	' � �	A	!���� !�	F!�	�� �. Γ = 0.5
�� �����	�� ����!	 ���� �� ���	 �� ��!�	�	��	�' ��	 	�	!���! @	�� ����,� ���,� ������ ��	 �������� ��)	
	�)	���	' ���!� �� ���� !��	 ��� � $1� �. 1.5/0.5 = 3�

��0 ����� ,� �� �� (������� %���
"����

?� �� ���� ����� �	 ��)	 �	��� ���� �	A	!���� ��� ������������ .��� � �����	 ���	�.�!	� E��	)	�' �� ��
	��, �� ������	 � ��������� �� ���!� �� 	�	!�������	��! ��)	 ���� 
	 ��!��	�� �� � �	���� ���� !������� �.
�������	' ������	� ���	�.�!	�� +� 	
����	 �. ���� �� �������� ��!��	�� �� � �����	 �. ���	� ���� � ���� ��,	�
�. ��� A������ �� ���� +����	� 	
����	 �. ���� �� ���� 	,	����� �	��	�' ���!� ��	 !���	� ���� ���� ��,	��
�. ��C	�	�� ���	����� �� �	��!	 �	A	!������ 3. � �	���� !������� �. ���, ������	� ��,	��' �	 �	.	� �� �� �� �
��������,	�	�� �� �������@	�� �	�����

��	)�����,' �	 �	)	���	� � �����
 ����,��� �	���� �� �	�	����	 ��	 �	A	!���� ��� ������������ .��� �
�����	 ���	�.�!	� 3� ���� �	!����' �	 	
�	�� ��	 �	���� �� ����,9	 �	A	!���� ��� ������������ .��� � �	����

�0�



������ ��
�	 =���	��� '��� )����� �����* ��� �	������  ��� �������� )��		�� �����* ��� ������ ���������
��	� �� ��	������ �	 z = 0� 4�	��� 	��	 	�� ����	��� '��� �� ��� �	���  �	��� 	�� �������� �� 	��  ���
�������	��� &�� ��1��	��� ���C����	 �� Γ = 0.5�

���� �������	 ��,	��� ��	 ������!� �� ��	 .��������� 3� �	�	���' �� 	�!� ��,	� ��	�	 ���� 
	 � .������ ���

�!>���� ���)	����� ����	 ��)	 G��	 	
!	����� 
	��� ��	 ���� ��,	� �� ���!� ��	�	 �� ���, ��	 ��)	' ��	
���������	� ��)	H� 1	 ��)	 ���	��, �	��)	� �	����������� ���� �	���	 ��	 @	��� �� ��	 ���	 �. �� ���	�.�!	
�� ��	 ���	�� 3. �	 !�� @�� � �	���������� �� ��������	 ��� ����	 ��)	� ������� � ��,	� .��� ��	 ���	�.�!	
�� ��	 �	
� �)	� � !	����� ������!	' ��	� �	 ��)	 ��� �. ��	 ����� �	7���	� �� ���)	 ��	 ���
�	�� ��	 ��������
�	���� ��)��)	� �	������ ��	 ����	 ��)	� �!���� ��	 @��� ���	�.�!	' ����������� ��	 ����	 ��)	� ������� ��	
�	
� ��,	�' �	������ ��	 ����	 ��)	� �!���� ��	 �	
� ���	�.�!	' ����������� ������� ��	 �	
� ��,	�' ��� ��
.����� ���� ���!	�� �� ���������	� �� %����	 ����� 5���	����!���,' �	 ���� @�� ���� ���� ���!	�� �	��!	� �� �
�	��	� �. �����
 ��������!������� ?���� ���� �	����' �	 !�� 	����, �
���� ��	 ����� �	A	!���� ��� ������������
!�	F!�	��� �. ��	 	����	 ����!>� �. ��,	��� ���	 ���� �� ��	 ��	)���� �	!����' �	 �	���	� ��	 �	����� �� 	���	�
���	 �. ��	 ���	�.�!	 �� �	���� � ��� �	���� �� %�� ��	 !��	 �. �������	 ���	�.�!	�' �	 ���� ���
	� ��	 ��,	��
0' �' �' ���� ��� �� �� G��	 �	���� .�� ���
	���� ���� ��, ���� 
	!��	 !�	�� �� ��	 �	
� !����	�H�

��4�� �������� $	
������� $����� @�� 5����(���

%�� ��	 !��	 �. �������	 ���	�.�!	�' �	 ���� ��)	 ��,	�� 0' �' �' ���� ��� �� ��' ��� ��	�	.��	 ��	�	 �� ��
���	�.�!	 
	��		� �	����� 0 ��� �' 
	��		� �	����� � ��� �' 	�!� <, �	�	����9��� 47������ ��*"' �	 !��
�
���� � �����
 	
��	����� ���� �	���	� ��	 ��������	� �. ��	 @	��� �!���� �� ���	�.�!	 
	��		� ��, ��,	� m

�0�



������ ��
�	 %������ ��� ����	��� �� � ���	�������� �������� &�� ����	��� ��	��� �������� ����	��� 	��
�����  ���� ������ 	�� '��	 ��	������� �������	��� 	�� �����  ���� 	������ 	�� ��!	 ������ ����	��� 	��
�����  ���� ������ 	�� ��!	 ��	������� �������	��� 	������ 	�� ��!	 ������ ��� �� ���	��

��� ��	 �	
� ��,	� m+ 1;(
Am
Bm

)
=

1
2

(
1 + δm(m+1)βm+1/βm 1 − δm(m+1)βm+1/βm
1 − δm(m+1)βm+1/βm 1 + δm(m+1)βm+1/βm

)(
Am+1

Bm+1

)

= D̃m(m+1)

(
Am+1

Bm+1

)
G����0H

��	�	 �	 ��)	 �	@�	�

D̃m(m+1) =
1
2

(
1 + δm(m+1)βm+1/βm 1 − δm(m+1)βm+1/βm
1 − δm(m+1)βm+1/βm 1 + δm(m+1)βm+1/βm

)
G�����H

��� �	!��� ����

δm(m+1) =

{
1 forTE-polarization
εm/εm+1 forTM-polarization

G�����H

�	�	�
	� ���� Am ��� Bm �	.	� �� ��	 ��������	� �. ��	 .������ ��� 
�!>���� ���)	����� ����	

� @	��� �.
�	 ��	 �	����� ���� �4 ������9�����' �� ��	 �����	
� @	��� �. �	 ��	 �	����� ���� �5 ������9������

��4�� �������� $	
������� )����� � 0�%��

1����� � �����!���� ��,	� �' �	 �����	 ��� ����	 ��)	�; � .������ ���)	����� ��� � 
�!>���� ���)	�����
����	 ��)	� <	!���	 ��	 ��)	� ��	 ����������� �)	� � !	����� ������!	 �� ��	 9/���	!����' �	 �� ����	�
�����	 ���� ��	 ��)	 ��������	�' Am ��� Bm' ��	 !�������� 3���	��' ��	, ��	 .��!����� �. 9� ��	�	.��	'
��	 ����� @	�� �� ��,	� � ��� ��	 �	�	��� .���

Fm =
[
Am(z)e−jβmz +Bm(z)e+jβmz

]
e−jκx G�����H

��	�	 Fm �	��	�	��� ��	 ����� ����	

� @	�� �. �	 ��	 �	����� ���� ��	 �4 !��	 �� ��	 ����� �����	
� @	��
.�� ��	 �5 !��	� :	� �� �	@�	 ��	 9/!��������	 �. ��	 ���	�.�!	 
	��		� ��,	� m− 1 ��� ��,	� m �� zm' ��
����� �� %����	 ����� ��	 ����� @	�� �� ��,	� � �� z = zm �� ��	�

Fm(z = zm) =
[
Am(zm)e−jβmzm +Bm(zm)e+jβmzm

]
e−jκx G�����H

�0�



3. ��,	� m ��� � ���!>�	�� dm' ��	� ��	 ���	�.�!	 
	��		� ��,	� m ��� ��	 �	
� ��,	� m + 1 �!!��� ��
z = zm + dm G�	.	� �� %����	 ����H� ��	 ����� @	�� �� ��,	� � �� z = zm + dm ��

Fm(z = zm + dm) =
[
Am(zm)e−jβm(zm+dm) +Bm(zm)e+jβm(zm+dm)

]
e−jκx

=
[
Am(zm)e−jβmdme−jβmzm +Bm(zm)e+jβmdme+jβmzm

]
e−jκx

=
[
Am(zm + dm)e−jβmzm +Bm(zm + dm)e+jβmzm

]
e−jκx G����"H

��������� 47������� ����� ��� ����"' �	 �		 ���� ��	 @	�� ��������	� ������ ��	 ��,	� ��	 �	���	� 
,

Am(zm + dm) = Am(zm)e−jβmdm G����2H

Bm(zm + dm) = Bm(zm)e+jβmdm G����-H

3� �����
 .���' ���� 
	!��	�(
Am(zm + dm)
Bm(zm + dm)

)
=
(
e−jβmdm 0

0 e+jβmdm

)(
Am(zm)
Bm(zm)

)
= P̃m (dm)

(
Am(zm)
Bm(zm)

)
G����#H

��	�	 �	 ��)	 �	@�	� P̃m' ��	 �
�����	
�� ��	

�' ��

P̃m (dm) =
(
e−jβmdm 0

0 e+jβmdm

)
G����*H

���� �	��� ���� �. �	 >��� ��	 ��������	� �. ��	 @	��� ���� �����	 ��	 ��,	�' �	 !�� @�� ��	 @	�� ��������	�
�� ��	 ���	� ���	 �. ��	 ��,	� G�.�	� ����������� � ������!	 dmH �����, 
, �������,��� 
, ��	 �����������
�����
 P̃m(dm)� :��	� �	 ���� �		 ���� �� �� ��	 
���
�� �. ��	 ����������� �����
 ���� �� �	7���	� .�� ��	
�������,	�	� .����������� $��!	 P̃m �� � �������� �����
' ��	 ��)	��	 �� �����,

P̃−1
m (dm) =

(
e+jβmdm 0

0 e−jβmdm

)
G����0H

������ ��

	 %������	��� �� 	�� ����	�������	�� '���� 	������ ����� ��  ���� ��� � 	�������� dm�

�0�



��4�� �������� $	
������� >������ -����
�� 0�%���

1	 ��� 	
����	 ��	 ���!	���	 .�� �	������ ��)	 ��������	� 
	��		� �������	 ��,	�� �� � ������@	� �	����
G� �	���� ���� ���,' ������	� ��,	��H� ��	 ���!	���	 �� ���������	� �� %����	 ����� �� ������., ��	 ��������
�	� Am(zm) = Am' Bm(zm) = Bm' ��� P̃m(dm) = P̃m� 1	 @��� ���
	� ��	 ��,	�� �� ��!�	����� ���	�' ����
��	 ��!��	�� ��,	� �� ��,	� 0' ��	� ��,	� �' ��,	� �' ��� �� �� ����� ��,	� (� 1	 �����	 ���� ��	 ��������	�
�. ��	 ��)	 �� ��	 ���	����� ��,	� G��,	� 0H ��	 >����' ��� ��	 	7��� �� A0 ��� B0 �� ��	 @��� ���	�.�!	�
��	 ��������	� �. ��	 ����	 ��)	� �!���� ��	 ���	�.�!	 
	��		� ��,	� 0 ��� ��,	� � ��	 ��	� �	���	� 
,(

A0

B0

)
= D̃01

(
A1

B1

)
G�����H

1	 �	
� ��������	 ��	 ��)	� ������� ��,	� � ����� ��	 ����������� �����
 P̃1 �� �
���� ��	 ��)	 ��������	�
���� 
	.��	 �� ��	 ���	�.�!	 
	��		� �	����� � ��� �;

P̃1

(
A1

B1

)
= D̃12

(
A2

B2

)
G�����H

�	���������' �	 @�� (
A1

B1

)
= P̃−1

1 D̃12

(
A2

B2

)
G�����H

�	�	����� ���� ���!	�� .�� ��	 ���	�.�!	 �� 
	��		� �	����� � ��� � �	 �
����

P̃2

(
A2

B2

)
= D̃23

(
A3

B3

)
→

(
A2

B2

)
= P̃−1

2 D̃23

(
A3

B3

)
G�����H

���� ���!	�� �� �	�	��	� ����� ��	 ���� ��,	� (' ��	�	 �	 �
����

P̃M−1

(
AM−1

BM−1

)
= D̃(M−1)M

(
AM
BM

)
→

(
AM−1

BM−1

)
= P̃−1

M−1D̃(M−1)M

(
AM
BM

)
G����"H

��	�	 �����
 	7������� !�� 
	 !��
��	� �� �	���	 ��	 ��)	 ��������	� 
	��		� ��,	� � ��� ��,	� (;(
A0

B0

)
= D̃01P̃

−1
1 D̃12P̃

−1
2 D̃23...P̃

−1
M−1D̃(M−1)M

(
AM
BM

)
G����2H

������ ��
�	 �����	��	��� �� 	�� ���	������ �������	����

�0"



+.�	� !���,��� ��� ��	 �����
 ��������!�����' ��	 	����	 !��!��	 �. D̃ ��� P̃ �����!	� �	��!	� �� � �����	
2×2 �����
 ���� �	���	� ��	 ��)	 ��������	� �� ��	 @��� �	���� GA0' B0H �� ��	 ��������	� �� ��	 ���� �	����
GAM ' BM H� $������ �� ��	 �����	 ��,	� !��	' �	 ��	� @�� ��	 �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� .��� ��	
	����	 ���!> �. ��,	�� 
, !�����	���� ���, � ���������	� ��)	 �� ��	 ���� �	���� G�	����� BM = 0H� 47������
����2 ��	� �	��!	� �� � �����
 	7������ �. ��	 .���;(

A0

B0

)
=
(
m11 m12

m21 m22

)(
AM
0

)
G����-H

%��� ���� �����
 	7������ �	 �
���� A0 = m11AM ��� B0 = m21AM = (m21/m11)A0� ��	�	.��	' ��	
�	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� �. ��	 	����	 ���!> ��	

r =
B0

A0
=
m21

m11
G����#H

t =
AM
A0

=
1
m11

G����*H

�	�	�
	� ���� r ��� t ��	 �	@�	� �� �	��� �. ��	 	�	!���! @	��� .�� ��	 �4 !��	' ��� �� �	��� �. ��	 ����	��!
@	��� .�� ��	 �5 !��	�

1�	� ����	�	����� ���� �	����' ��	 ������ ��)	 )	!��� !�����	��' βm' �� �	7���	� �� 	�!� ��,	� � ��
!��!����	 ��	 �����!	� D̃ ��� P̃ � +������� ���� �	 >��� ��	 ����	 �. ��!��	�!	 �. ��	 ��!��	�� ����	 ��)	'
θ0' G��	�	 θ0 �� �	@�	� �� ��	 ����	 .��� ��	 ���	�.�!	 ������H �� �� ��������.������ �� !��!����	 κ ��� β0'
��	 
/ ��� 9/!�����	��� �. ��	 ��)	 )	!��� �� �	���� 0;

β0 = kon0 cos(θ0) G���"0H

κ = kon0 sin(θ0) G���"�H

��	�	 n0 �� ��	 ���	
 �. �	.��!���� �� �	���� 0� $��!	 ��	 ����	����� !�����	�� �. ��	 ��)	 )	!���' κ' ����

	 ��	 ���	 �� ��� ��,	��' ��	 ������ !�����	�� �� 	�!� ��,	� �� .���� .���

βm =
√

(konm)2 − κ2 G���"�H

��	�	 nm �� ��	 ���	
 �. �	.��!���� �. ��,	� �� ��� � D �' �' ��� (�

��4�& 1��	
��2 ����� 0�%�� ����

��	 ���	� �. ��	 �����
 �	���� .�� �������,	�	� ����!���	� ��	� �� ��	 .�!� ���� !�����	� ������	� !�� 
	
7��!>�, ����	�	��	� �� ���	��!���, !��!����	 ��	 �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� .�� � ����!���	 ����
�� ��
�����, ���
	� �. ��,	��� E��	)	�' �	�	 �	 ���� !�����	� ��	 �	)	����	�� �. � �	�	��� 	
��	����� .��
��	 �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� �. � ���		/��,	�	� ����!���	 ����� ���� �	����� ���� ����!���	 ��
���������	� �� %����	 ����� =�� ���� �� �� !��!����	 ��	 �	A	!���� !�	F!�	�� .��� ��	 ���!> �� �	��� �. ��	
�	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� r01' t01' r12' t12' ��� ��	 ���!>�	�� �. ��	 �����	 ��,	� d1�

?���� ��	 �������� �	)	���	� �� ��	 ��	)���� �	!����' ��	 �	����������� 
	��		� ��	 @	��� �� ��,	� 0 ���
��,	� � ��	 	
��	��	� 
, ��	 .�������� �����
 	7������;(

A0

B0

)
= D̃01P̃

−1
1 D̃12

(
A2

B2

)
G���"�H

��	�	 G�		 47������ ���00H;

D̃01 =
1
t01

(
1 r01
r01 1

)
G���"�H

�02



������ ��
�	 �����	��	��� �� 	�� ��� ��� ��� ���� ��� 	��������� '���� �� � 	����+������� �	���	����

P̃−1
1 =

(
e+jβ1d1 0

0 e−jβ1d1

)
G���""H

D̃12 =
1
t12

(
1 r12
r12 1

)
G���"2H

%�� � ���!��!�� !��!�������' �	 ����� !���, ��� ��	 �����
 ��������!����� �� � !�����	�� E��	)	�' .��
������������ ������	�' �	 ���� 	
���!���, �	�.��� ��	 ��������!������ 4)�������� 47������ ���"� �	 �
����(

A0

B0

)
=

1
t01t12

(
ejβ1d1 + r01r12e

−jβ1d1 r01e
−jβ1d1 + r12e

−jβ1d1

r01e
jβ1d1 + r12e

−jβ1d1 e−jβ1d1 + r01r12e
−jβ1d1

)(
A2

B2

)
G���"-H

$��!	 ��	�	 �� �� 
�!>���� ���)	����� ��)	 �� ��,	� �' ��	 �	A	!���� !�	F!�	�� ��

r =
m21

m11
=
r01e

jβ1d1 + r12e
−jβ1d1

ejβ1d1 + r01r12e−jβ1d1
=

r01 + r12e
−j2β1d1

1 + r01r12e−j2β1d1
G���"#H

��	 ������������ !�	F!�	�� �. ��	 ���!> ��

t =
1
m11

=
t01t12

ejβ1d1 + r01r12e−jβ1d1
=

t01t12e
−jβ1d1

1 + r01r12e−j2β1d1
G���"*H

+� �� 	
����	' !�����	� ��	 !��	 �. � )	�, ���� ��,	� �. ��� A������ �� � �����	 �. ���	�� <	!���	 ��� ��
�	�� �	��	 ���� ���	�' � ����� ������ �. ��� ���� A��� ��� !�� �	�	���	 ��,	�� �� ���� �� ��	 ��!��� �� �	���
J�� ��, ��)	 �
�	�)	� ���� �� � ���>��� ��� �.�	� � ����' ��� ����!	� ��C	�	�� !����� �� ��	 �����	� J��
��, ��)	 ���� ����!	� ���� ��	� ,�� !����	 ��	 ����	 �� ���!� ,�� ��	 )�	���� ��	 �����	' ��	 �����	��
!���� !����	�� 1�, ��	� ���� �!!��8

%����	 ���" ���������	� ��	 !��	 �. � 0�" μ� ���!> ��,	� �. ��� A������ �� ���	�� %�� ���� 	
����	' �	 ��)	
�����	� ��	 ����!	� �. ���' ���' ��� ���	� ��	 n0 = 1' n1 = 1.7' ��� n2 = 1.33' �	��	!��)	�,� ?���� 47������
���"#' �	 !�� !��!����	 ��	 �	A	!���� !�	F!�	�� .�� )������ ��)	�	����� ��� ����	� �. ��!��	�!	� %����	 ���2
���������	� ��	 �	A	!��)��, .�� ��	 �4 !��	 .�� ���		 ��C	�	�� ��!��	�� ����	� G�	!��� ��	 �	A	!��)��, .�� ��	 �4

�0-



������ ��

	 
 	��� ����� �� ��� 1��	��� �� 	�� ��  �	���

!��	 �� �����, R = |r|2H� +� ������ ��!��	�!	 G0◦H' � �	�> �� ��	 �	A	!��)��, �� �
�	�)	� �� � ��)	�	����
�. �����
����	�, "-0 ��� 3� ���� !��	' ��	 ��,	� �. ��� �� ��	 �����	 ����� ���	�� ��		����/,	����� 3. ,��
��	 �
�	�)��� ��	 �����	 �� �� ��!��	�� ����	 �. 45◦' � �	�> �� �
�	�)	� �� �����
����	�, "�0 ��' ��� ��	
�����	 ����� ���	�� 
�����/��		�� 3. ,�� ��	 �
�	�)��� ��	 �����	 �� �� ����	 �. 70◦' ��	 �	�> �	A	!��)��,
�!!��� �� �
��� �-0 ��� 3� ���� !��	' ��	 �����	 ����� ���	�� 
��	�

��2 %���
���� ��������

?��� ��	 !����	���� �. ���� !����	�' ,�� ������ 
	 �
�	 ��;

• �	!��� ��	 
������, !��������� �� �� ���	�.�!	�

• +���,9	 ����	 ��)	� �� ������ ��!��	�!	 ���� � �	�.	!� !����!��� ��� � ��	�	!���!�

• +���,9	 ����	 ��)	� �� ������ ��!��	�!	 ���� � !����!���' ���	������ ��	 �	�	������ �. !���	���' ���
���� ��� ��	 ����,��� �	��!	� �� ��	 !��	 �. � �	�.	!��, !����!���� ���	�.�!	�

• 4
����� ��, ��	 ����	����� !�����	��� �. ��� ����	 ��)	� �� �� ���	�.�!	 ���� 
	 	7����

• ?�	 ��� ���	������ ��	 ���	���	������ �. �>/)	!��� ���.�!	�� �� �� ���	�.�!	�

• (	@�	 ��	 .��������; ����	 �. ��!��	�!	' �4 ������9����� ��� �5 ������9������

• ?��	������ ��, ��	 �������� �� 
��>	� �� ���� ��	 �������� �. ��	 �4 ��� �5 ������9	� !�����	���
��	� ����,9��� ��	 �	A	!���� ��� ������������ �. �� ��
�����, ������9	� ��)	' ��� ��, ��	 ��������
�� ��	� ��	 ��� �. ��	 ��� ������9�������

• (	��)	 ��	 �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� .�� �4 ��� �5 ������9	� ��)	��

• +���,9	 ��	 ���	� A�� �� �
��7�	 ��!��	�!	 .��� @��� ����!���	� ��� ���� ���� ���	� �� !���	�)	� ��
�� ���	�.�!	�

• ?�	 >/)	!��� ���.�!	� �� 	
����� ��, ��� ���	� ���!� !��������� ����� ���	���� �	A	!���� �!!����

• ?��	������ ��	 
	��)��� �. @	��� ��� ���	� A�� ��	� ����� ���	���� �	A	!���� �!!����

• ?��	������ <�	���	�6� ����	�

• (��� ��	 �	A	!���� !�	F!�	�� �� � .��!���� �. ����	 �. ��!��	�!	 .�� � ��	�	!���! ���	�.�!	 �� ���!� ��	
��!��	�� �	���� ��� � ���	� �� ����	� ���	
 �. �	.��!���� ���� ��	 �	!��� �	�����

�0#



������ ��
�	 "�1��	���	� ���� � ��H μ� 	���� ����� �� ��� 1��	��� ��  �	��� &= ������5�	���� )&�� �������
�� ���� ���� ���  �	�� ��� ������� 	� �� n0 = 1� n1 = 1.7� ��� n2 = 1.33� ������	�����*� 4�	��� �� 	��
 �������	� �� ��!���� ��1��	���	� �������  �	� �������	 ������

• 5���	����!���, �	�!��
	 ��	 ���	�.	�	�!	 �. ��� ����	 ��)	� ����������� �� �� ����	 ���� �	��	!� ��
	�!� ���	��
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3� ��	 ��	)���� !����	�� �	 �����	� ����	 ��)	� ���� ��������	 �� �� ��
�����, ���	!���� �� �� ��@���	
�	����' �� �� � �	���� ���� ������ ���	�.�!	�� ��� �	 ���� ���> �� ����!���	� ��	!�@!���, �	����	� �� ����	
	�	!�������	��! ��)	�' !���	� ���)	����	�'� ���� ��������	 � ��	!��� !���� �. 	�	!�������	��! @	��� !���	�
����	��� +� 	�	!�������	��! ���	 �� � ����#����
�	��	 ����	
�� �� (������)� ����	
���' ���!� �	��� ����
��!	 ��!� � @	�� �������� 	
���� �� � ��)	����	' �� ���� ��������	 ������� ���� G���	��' �. !����	' ��	 ��)	����	
�� ���	 �. �� �
���
��� ���	����H� 1�)	����	 ���	� ��������	 � �����	� ������ �. 	�	!�������	��! 	�	��,

	��		� ��� ������ �� ���!	 �� � �	!��	 ����	� ������� ��������� 	�	��,� %�� ���� �	����' 	�	!�������	��!
���	� ��	 )	�, ��������� �� ����/��		� �����/��/����� !������!�����' ��!� �� �� ����/������!	 
����
���
���	��	� !���	!������ 3� ���� !����	 �	 ���� .�!�� �� ���	��������� ��	 ����	���	� �. ���	�' 
�� ���� ���
!��!	�� ����	�)	� ���� ��� ��	�	 ��	!��� @	�� ��������� ��	 �	�	���	��

+� ��������� !����!�	�����! �. ��)	����	� �� ��	 �
����, �� ��������	 � �����	 ���	 �� � ��	!�@! !����	�
.�	7�	�!, ���� )	�, ��� ���	�������� ��	 �����	 ���	 ���� 
	 �
�	 �� 	
��� �)	� � ����	 .�	7�	�!, 
����
3� ���� ����	�' ���, ������� �� ��C	�	�� .�	7�	�!�	� !�� 
	 ��������	� ������ ��	 ���	 ��)	����	 �)	�
���� ������!	� ���� �����	� ������ ����������� +����	� �����!��)	 !����!�	�����! �. � ��)	����	 �� ���� � ����	
������ �. ��.�������� !�� 
	 ���������	� �� � )	�, ���!	/	F!�	�� ����	�� %�� 	
����	' � �����	 ����!��
!�
�	 ��, ���� ��9	�� �. �����	 ���	 ����!�� @
	�� ��� ������ 	�!� @
	� � )	�, ����	 ���
	� �. ������� !��
��������	 G�		 %����	 ���H�

������ ���	 7�	���� ������ ������	��� �� ��5��� �� ���������� ��	���� '����� =��� '��� �	���� �� 	��������
�� 	�� ����� �� �������� �� ������� �� �����	�� ,I.�

5��� ��)	����	 ����!���	� .��� ���� ��	 �. ���		 !��	����	�; G�H ������������ ���	� !��������� �. �������	
!����!���� �� ���!� ��	 �������� ���	 �� � �����)	��	 	�	!�������	��! ��)	' G�H !���	� !����!���� ��
	�'
�� G�H ��	�/
������, ��	�	!���! ����!���	�' !��������� �. ��C	�	�� ��	�	!���! ���	������ �,�	� G�H ��� G�H ��	
��	� �����, .�� ������������ ���� .�	7�	�!, 	�	!���!�� �������' ����	 �,�	 G�H �� ��	� .�� ����!�� �������� +�
	
����	 �. � �,�	 G�H ����!���	 �� � !��
��� ������������ ���	' ���!� !������� �. � !	��	� �	�����! !����!���'
��������	� 
, � ��	�	!���! ���	���� ��� �� ���	� !����!��� G�		 %����	 ���H� 1��� ���� !��@��������' ��	
	�	!�������	��! ���	 �� !��@�	� 
	��		� ��	 ��� !����!����� + ���������� .�!� �� ���� � ���	 !�� ����
��������	 �. ��	 !	��	� !����!��� �. ��	 !��
��� ������������ ���	 �� �	��)	�' ���!� ����� ,�	�� � �,�	
G�H ��)	����	� ��	 ����	���	� �. ��!� � ���	 �� � �,�	 G�H ��)	����	 �� ��C	�	�� ���� ��	 �����)	��	
	�	!�������	��! ���	 ���� ��������	� �� ��	 !��
��� !�
�	� +� 	
����	 �. � �,�	 G�H ��)	����	 �� �
�	!�������� �	�����! ��)	����	 G�		 %����	 ���H ���� �� �.�	� ��	� .�� ������� ��!����)	�� 1��� �� 	)	�
���	 ���������� �� ���� � ���	 !�� ���� ��������	 �. 
��� ��	 �����	 ��� ������	 !����!���� �	����� ��	
�	��)	� .��� � !��
��� ������������ ���	O ���� �	�)	� ���, ��	 ���������� ��	�	!���! �	�����' ���!� �� � �,�	
G�H ��)	����	� +� 	
����	 �. � �,�	 G�H ��)	����	 �� � ����� ����!�� @
	� G�		 %����	 ���H� &���� @
	�� ��	
��	� 	
�	���)	�, .�� ������������ �. ����!�� ��������

���



������ ��
	 ���!��� ������ &�� ��	�� �����	�� �� 	�������� �� 	�� ����� �� H �� ,H.�

������ ���	 "��	������� ��	�����  ���������� &�� ���	������� ���	 �� 	�������� �� 	�� ����� �� - �� �� 

�� ,@.�

+� 	�	!�������	��! ���	 ��� �	)	��� ����������	� ���� � �	������ :� !��!���� 3� ��	 !��	 �. �� :� !��!���'
��	 �	�����!	 �!!��� �� ��	 ���	 ������� ���� �	�����!	 �� � ��	�./!������	��� �������� �. ��	 P��!���C6�
!��!��� 	7�������� =�!	 �	�����!	 
	����' ��	 :� !��!��� ���� !������	 �� �	�����	 �� � ��	!�@! .�	7�	�!, ��
��	 �
�	�!	 �. ����	�� 3� � ���	 �	�	��� �	��	' �� �� �����
�	 .�� � ��	�� �����	�� :� ��!������� �� �	�����	 ��
�	)	��� ������!� �	������ .�	7�	�!�	�� 3� ���� �	��	' ��	 ��!������� ��� ����!�	��9	�� ��	 ���	/.�	7�	�!, ���!	�

+ ��)	����	 ���	 !�� 
	 )�	�	� �� � ��������/.�	7�	�!,� �	�����!	� ?�.�������	�,' ��	 �	��	��, �.
����!�� @
	�� ��� �	!�������� ��)	����	� !�����!��	� ��	 ����	����!�� ����,���' ���!� !�� �
�!��	 ��	 
���!
��,��!�� �	!�������� �� ���� �� ���	��������� �. ��	 .�����	���� ��,��!� 
	���� ��)	����	�' �	 ���� .�!��
�� ��	 �����	�� ��)	����	� !��������� �. ������ ��	�	!���! �� �	�����! �	������ 3� � ������ ��)	����	' ��	
	�	!�������	��! @	��� �. ����	� ���	� !�� 
	 �����	� �� � !���	!���� �. ����	 ��)	�� ��	�	 ����	 ��)	�
!�� ���, ��������	 �� ��	!�@! ���	!����� ������ ��	 ��)	����	' �� ���	�����)	�, ����	�' ���, ��	!�@! ��)	
)	!���� ��	 �����	� �� ��������	� 3� ������, �� ��	 �	������ :� !��!���' ��	 	�	!�������	��! ���	 �� �
�	�����!	 �� �����' ��� ��	�	.��	 �� ���, �!!��� �� ��	!�@!' ���!�	�	 ��)	 )	!����� 3� ���� ��,' �� 
	��)	� ��>	
��������/.�	7�	�!,� �	�����!	� ��	�	 ��	 ���� ���	�	����� �������	� 
	��		� ����	� 	�	!�������	��! ��)	�
��� 7������ ��	��,� ���� �� 
	!���	 �. ��	 ������, 
	��		� ��	 5�
�	�� ��)	 	7������ ��� ��	 $!��W����	�
	7������' ���!� �� ���� � ��)	 	7������� + 7������ !����	 ��)����
�, ������ �C ���� ����,��� � �����!�	
�� � 
�
 G�	!�������� ���	����� �	��H' �	����� �� �	�����!	� ���!� 	
����� ��, ���!�	�	 7������ ����	�
	
��� �� ������ ��	 �����	� ���!�	�	 ����	� ���� �!!�� �� !������� �	��!����!��� ����!���	�' ���!� ��
��	 ���/���	������� !��	 ��	 �	�!��
	� �����, �� ������@	� ������ �	�����! �	���� ���� �� ��������� ��

���



������ ���	 
 ������ �	���� �� ��	���� '���� &�� ��	�� �����	�� �� � '��� �� 	�������� �� 	�� ����� ��
�������� �� �������� ��������� � ���	��	��� ����	�� ���	���� &�� ��	��� ��	����  �������� 	�������� ��� �
-
H ������ ��	�� �����	��� ��� 	�� ������ �� 	�� ��	���� '��� 	��	 ���'��� 	�� ����	 �� �� 	�� ����� �� -�
������� ,A.�

	�	!�������	��! ���	� ���!�' �� !������� �� ����	 ��)	� ���� !�� ��������	 �� ��, ���	!����' ��	� ���	
�����
>/���!	 �����������' ��)	 ��)	 )	!���� ���� !�� ���, �����	 ����!�	�	� )���	� �� >/���!	�

+� ����	� ��	)�����,' ��	 ����, �. ������ ��)	����	� �� � ���� .��������� .�� ���	��������� ���	� �.
���	 !�����!��	� ��)	����	 �	��	���	� ��!� �� �	!�������� ����	� ��� ����!�� @
	��� ��	 �����	�� ������
��)	����	 !������� �. ��	 !	��	� ������ �	���� �. @���	 �����' ��������	� 
, ��� ���@���	�,� ���!> �	������
�� ��	�� ��C	�	�� ������ ��)	����	�' �	 ���� �	��)	 � �	�	��� !�������� .�� � ������ ��)	����	 ���	 ����
���� ��	� 
	 ������@	� .�� ��� ��	!��� !��	�� ��	 @��� ��	 �� � ������ ��)	����	 �� ���!� ��	 ��� ���	�
�	����� ��	 �	�.	!� !����!����� ���� ��)	����	 �� !���	� � ������	� ����	 ��)	����	� ��	 ������	� ����	
��)	����	 ��������	� ���		 �,�	� �. ���	�; �����)	��	 	�	!�������	��! G�45H ���	�' �����)	��	 	�	!���!
G�4H ���	�' ��� �����)	��	 ����	��! G�5H ���	�� + �	����	� >����	��	 �. ��	 �4 ��� �5 ���	� �� �
������	� ����	 ��)	����	 �� ��������� �� ���	������ �4 ��� �5 ���	� ���� 	
��� �� � ���	 !�����!��	�
�	!�������� ��)	����	� ��	 �	!��� !��	 ���� �	 ���� ����, !������� �. ���		 ��	�	!���! �	������ ��	 ���	�
�	����� ��)	 	7��� ����!	� �. �	.��!����' ����	 ��	 ���	� ��,	� ��� �� ���	
 �. �	.��!���� ���� �� ����	� ����
��	 ���	� �	������ <	!���	 ��	 ��� ���	� �	����� ��)	 ��	 ���	 ���	
 �. �	.��!����' ���� ��)	����	 �� !���	�
� �,��	���! ��	�	!���! ������ ��)	����	� ���� �,�	 �. ��)	����	 ��������	� ���, �4 ��� �5 ���	� G��
�45 ���	H� + >����	��	 �. ������ ��	�	!���! ��)	����	� �� ��������� .�� ���	��������� ����!�� @
	��'
���!	 ��	 ���	� �� � ��	�	!���! ��)	����	 �	�	�
�	 ��	 ���	� �� � ����!�� @
	��

3� ��	 .�������� �	!�����' �	 ���� �������!	 ��	 .�����	���� �	!������� ���� !���	 	�	!�������	��!
��)	� �� 
	 ����	� �� � ���		/��,	�	� ����!���	� 1	 ���� ��	� 	
����	 ��	 ��	!�@! !��	� �. � �	�����! ������	�
����	 ��)	����	 ��� ��	�	!���! ������ ��)	����	� %�����,' �	 ���� 	
�	�� ��	 ����,��� �� !�����	� �	�����!
��)	����	� ���� ��)	 � �	!�������� �	��	��,� %����' ���	)	�' �	 ���� ���!��� �� ��������� !����	 �� ��	
!��������	 �,��	� ��	� ��	� �	����� ���� ��)	����	�� ���� �� ����	��	� �� ��	 �	
� �	!�����

��� ��� 6,� �!���� ���
������ �/����7

?� �� ���� �����' ��	� ���!������ �	A	!���� ��� ������������ �. ��)	� .��� �� ���	�.�!	 
	��		� ��� �	���
�	 ����,� !���	 ��	 9/�
�� �� 
	 ������ �� ��	 ���	�.�!	' �� ����� �� %����	 ��"G�H� ���� �� 
	!���	 �� ��
!�������, �� !���	 ��	 9/�
�� �� ��	 ��	�	���� ���	!���� �. ��)	 �����������' ���!� ��� ����,� 
		� �������
�� ���, .��� ��	 ���	�.�!	� $��!	 �	 ��)	 �	@�	� ��	 
/!�����	�� �. ��	 ��)	 )	!��� �� κ ��� ��	 9/

���



!�����	�� �� β' ��	� κ ��� ��	 ����	����� !�����	��' ��� β ��� ��	 ������ !�����	��� ���� �	��� ����
�� ��� κ' ��	 ����	����� !�����	��' ���� ��� ��	 ���	 �� 
��� �	������

E��	)	�' �	 ���� �		 ���� ��	� �	����� ���� ��)	����	�' ��	 ��	�	���� ���	!���� �. ��)	 �����������
�� ����� ��	 ���	!���� �. ��	 ���	�.�!	� ��	�	.��	' �� �� !�������, �� !����	 ��	 9/���	!���� ��
����� 	� 	��

�	�
����O ���� �	��� ���� ��� ��	 
/���	!���� �� �	��	���!���� �� ��	 ���	�.�!	' �� ����� �� %����	 ��"G
HO
+� 
	.��	' κ ��� β ��	 �	@�	� �� ��	 
/ ��� 9/!�����	��� �. ��	 ��)	 )	!���� ���� �	��� ���� ��� β ��
����	����� �� ��	 ���	�.�!	 ��� κ �� ������ �� ��	 ���	�.�!	' ��� �� �� β ���� ���� 
	 	7��� �� 
��� �	������

?���� ��	 ���)	����	 !��������	 �,��	�'� ��	 ��!��	��' �	A	!�	�' ��� ���������	� ��)	 )	!���� ����� ��
%����	 ��"G
H ����� 
	 �����	� ��;

�

ki = κ1x̂+ βẑ G���H

�

kr = −κ1x̂+ βẑ G���H

�

kt = κ2x̂+ βẑ G���H

������ ��
	 )�* %���������� 	�� 5+�!��  �� ������ 	� �� ������������� 	� 	�� ��	������� )�* ��  ����������
�������	����� 	�� ������� �����	��� �� �������	��� �� ����� 	�� ��	������� �� 	�� 5+�����	��� �� ��'��� ��������
	� 	�� ��	�������

��� ,� �!�����! ��������� "�
 � ��
��#8�/�
�� ��
����
�

������	� � ����!���	 !��������� �. ���		 ������ ��,	��' ���!� �	 ���� �	���	 �� �	���� 0' �	���� �' ��� �	����
�� 1	 ��	 ���	�	��	� �� 	�	!�������	��! ���	� ����������� ����� ��	 ��,	��' ��� �� �	 !����	 ��	 ��)	����	
!��������	 �,��	�� +����	 ���� �	���� 0 	
�	��� �� ��@���, �� ��	 �	����)	 
/���	!����' �	���� � ��� � @���	
���!>�	�� �� ��� �	���� � 	
�	��� �� ��@���, �� ��	 ������)	 
/���	!����' �� ����� �� %����	 ��2� +� 
	.��	'

��"



�	 �����	 � .������ ��� � 
�!>���� ����������� ����	 ��)	 �� 	�!� �	����' ���� ��	 ��������	� �. ��	
����	 ��)	� �� ��	 ���	����� �	����� �	���	� 
, G�	.	� �� �����	� �H;(

A0

B0

)
= D̃01P̃

−1
1 D̃12

(
A2

B2

)
G���H

��	�	;

D̃01 =
1
t01

(
1 r01
r01 1

)
G��"H

P̃−1
1 =

(
e+jκ1a 0

0 e−jκ1a

)
G��2H

���

D̃12 =
1
t12

(
1 r12
r12 1

)
G��-H

�	!��� ���� (konm)2 = κ2
m + β2 �� 	�!� ��,	� � G��	 ����	����� ��)	 )	!��� !�����	�� β �� ��	 ���	 ��

������ ���	 
 	����+������� ������  ���������� �	���	����

��� ���		 �	�����H� +��� �	�	�
	� ���� ��	 ��������	 + �	.	�� �� � ��)	 ����������� �� ��	 .������ G+xH
���	!����' ��� ��	 ��������	 4 �	.	�� �� � ��)	 ����������� �� ��	 
�!>���� G−xH ���	!����� 1	 ��� �� ��	
��	)���� !����	� ���� !���,��� ��� ��	 �����
 ��������!����� ����� �� 47������ ��� ,�	���(

A0

B0

)
=

1
t01t12

(
ejκ1a + r01r12e

−jκ1a r01e
−jκ1a + r12e

jκ1a

r01e
jκ1a + r12e

−jκ1a e−jκ1a + r01r12e
jκ1a

)(
A2

B2

)
G��#H

%�� 
�	)��, �	� �� ����	 ���� 	7������ ��(
A0

B0

)
=
(
m11 m12

m21 m22

)(
A2

B2

)
G��*H

��2



�� @�� ��	 ��)	����	 ���	�' �	 ��	 ���	�	��	� �� ��	 ����#����
�	��	 ����	
��� �. ��	 �����
 	7�������
+ �	�./!������	�� �������� �� ��	 �� ���!� ��)	� 	
��� �� ��	 !	��	� �	���� ������� ��	 ��	�	�!	 �. ��!��	��
��)	� �� ��	 ��� ���	� �	������ ���� �	��� ���� �	 ��	 ���	�	��	� �� � �������� ��	�	 ��	�	 �� �� ��)	
��!��	�� �� ��	 S
/���	!���� �� ��,	� 0 G�� ��)	 ����������� �� ��	 .������ ���	!����' ��	 A0 = 0H ��� ��
��)	 ��!��	�� �� ��	 /
/���	!���� �� ��,	� � G�� ��)	 ����������� �� ��	 
�!>���� ���	!����' ��	� B2 = 0H�
$�
��������� A0 = 0 ��� B2 = 0 ���� 47������ ��* �	 @��

0 = m11A2 and B0 = m21A2 G���0H

��	 ��������	� A2 ��� B0 ���� 
	 ���/9	�� �� ��	)	�� ��	 ���)��� �������� �� ���!� �� @	��� ��	 �� ��	
��)	����	� ��	�	.��	' m11 ���� 
	 9	��� ���� �	��� ��

m11 = ejκ1a + r01r12e
−jκ1a = 0 G����H

5������,��� 
��� ���	� �. ��	 	7������ 
, e−jκ1a ��� ����� ��	 .�!� ���� r01 = −r10' 47������ ���� �� �	��!	�
��

r10r12e
−j2aκ1 = 1 G����H

��	�	.��	' �� 	�	!�������	��! ���	 �� � ������ ��)	����	 �� ��	 ��	!��� 	�	!�������	��! @	�� �������� ����
�����@	� 47������ ����� 3� ��	 !��	 �. ��	 ������	� ����	 ��)	����	' ��,	�� 0 ��� � ��	 �	�.	!� !����!���� ���
��	�	.��	 ��	 �	A	!���� !�	F!�	��� �� ��� �	�	�� ���� ��	 ����	 �. ��!��	�!	� 3� ���� !��	 � !���	�/.���
�������� 	
���� .�� 47������ ����� 3� ��	 !��	 �. � ��	�	!���! ������ ��)	����	' ��	 �	A	!���� !�	F!�	���
��	 � .��!���� �. ��	 ����	 �. ��!��	�!	 �. ��	 ����	 ��)	� �� ��	 ���	�.�!	�' ���!� ��>	� 47������ ���� �
������	�� 	7������ ������� � !���	�/.��� ��������' ��� ��	 �	������� 	7������ ���� 
	 ���)	� ���	��!���,�

��� ��
����� ����� ,� �!�����

3� ���� �	!����' �	 ����,9	 � ��)	����	 ���� !������� �. � ������ ��	�	!���! �	���� G���!� ��, 
	 ���H' 
����	�
�
�)	 ��� 
	��� 
, ��� !����!���� �	������ �� ������., ��	 ����,���' �	 ���� �����	 ���� ��	 
�������
�	����� ��	 �	�.	!��, !����!����� ���� �����
������� �� )���� �� ���, ���!��!�� ����������' ���!	 ��	 �	����
��	� .�� ��)	����	� �� ��!����)	 .�	7�	�!�	� ��)	 )	�, ���� !����!��)���	��

1	 ������ ����� ��� �	�	 ���� ��	� �	.	����� �� ��)	����	� ���� ��	���	 �� ��	 ��!����)	 �	���	 ��!�
�� ������	� ����	 ��)	����	�' �� �� !�������, �� ��	!�., ��	 �	������)��,' ε' �. ��	 ��	�	!���! �	���� G�� ��	
�	����)	 �	������)��,' εr' ��	�	 εr = ε/εoH ��� �� ����> �� �	��� �. .�	7�	�!,� 1�	� ���!������ ��)	����	�
���� ��	 ��	� �� ��	 ����!�� �	���	' ��!� �� ������ ��	�	!���! ��)	����	�' �� �� !�������, �� ��	!�., ��	 ���	

�. �	.��!����' n' �. ��	 ��	�	!���! �	�����' ��	�	 n =

√
εr' ��� �� ����> �� �	��� �. ��)	�	����� (� ��� 
	

!��.��	� 
, ����' ���!	 �� �� 	��, �� !��)	�� 
	��		� ��	�	 �����	�	�� ��� ���> �� 	���	� ��	 .�	7�	�!, ��
��)	�	���� ������O

&���� 
��
������� ��������� �( ��� ������ -����

������	� � ��	�	!���! �	���� 
����	� 
, ��� ��@���	�, ���!> �	�.	!��, !����!���� ����	� �	�����	� 
, ������!	
�' �� ����� �� %����	 ��-� +����	 ���� ��	 �	���� 
	��		� ��	 !����!���� G�	���� �H �� � ��	�	!���! ���� �
�	������)��, ε� <	!���	 �	����� 0 ��� � ��	 �	�.	!��, !����!����' � !���	�/.��� �������� �. ��	 ��)	�������
!�������� G47������ ����H !�� 
	 �
����	�� 3� �����	� �' �	 .���� ��	 �	A	!���� !�	F!�	��� �� ��	 ���	�.�!	

	��		� � ��	�	!���! ��� � �	�.	!� !����!��� .�� ��	 �4 ��� �5 !��	�� %�� ��	 �4 !��	' ��	 �	A	!����
!�	F!�	�� G�	@�	� �� �	��� �. ��	 	�	!���! @	��H �� r = Er/Ei = −1� %�� ��	 �5 !��	' ��	 �	A	!���� !�	F!�	��
G�	@�	� �� �	��� �. ��	 ����	��! @	��H �� r = Hr/Hi = +1� �	.	����� �� ��	 ��)	������� !��������' �	
��	� ���	 ���� ��	 �����!� r10r12 �� ����� 	� ��� ��
 ��	� 	�� �� ��� �( �����O ��	 ��)	������� !��������
��	� �	��!	� ��

e−j2aκ1 = cos(2aκ1) − j sin(2aκ1) = 1 G����H

���� 	7������ �� ���, �����@	� ��	� 2aκ1 = 0,±2π,±4π, ... ��� �� .����� ���� ��)	������� !�������� !��

	 �������9	� ��

aκ1 = mπ G����H

��-



��	�	 m �� �	@�	� ��

m =
{

1, 2, 3, 4, ... forTE modes
0, 1, 2, 3, ... forTM modes

Perfectly
Conducting
Regions

x

y

z

a

������ ���	 
  �������� ������	��� �� � ������	��� ������ ���������� �� 	 � ��'��	��� 	���� ������	��
������	��� �������� �	 �� ������� 	��	 	�� ������� �!	��� ��	 	� ��'��	� �� 	�� !+ ��� �+�����	�����

4�!� ��	 �. ��	�	 ���!�	�	 ��������� !���	������ �� � ��C	�	�� ����	� �. ��	 ������	� ����	 ��)	����	
G��	 �	���� ���� m �= 0 .�� �4 ���	� ���� 
	 �		� ���	��H ���� ��������� �	���������� �	��� �� ���� �� �
������	� ����	 ��)	����	' ��	 �����	� )���	� �. ��	 �����)	��	 ��)	 )	!��� �. � ���	 ��	 �	�	����	� ���, 
,
�	�������� �. ��	 ����	�O ��� 	
�����
�� ���� ���	�
 �� 	�� ��
����� ���	� ������
�� ���� ���� ��	 ������
�� 	�� �
�������5��������	� �� ���
�	
��� �
 	�� ��
�
		
�
	� �� 	�� �
����	

� ��	�

��O

+� ��	 .�	7�	�!, �. ��	������ !����	�' ��	 ��������	 �. ��	 ��)	 )	!���' k1' ���� !����	�� <��' ��	
��)	 )	!��� �����)	��	 �� ��	 ����	�' κ1' ���� �	���� !�������� $��!	 κ

2
1 + β2 = k2

1 ���� 
	 �����@	� �� ��	
������� �	����' ���� �	��� ���� ��	 ��)	 )	!��� !�����	�� �� ��	 ������������ ���	!����' β' ���� !����	
���� .�	7�	�!,� ���� )���	 �. β ����!���	� ���� 	�!� ���	 �� � �����!���� .�	7�	�!, �. ��	������ �� !���	�
��	 �
�����	
�� ����	��	 �. ��	 ���	� ��	 ����������� !������� .�� � �����!���� )���	 �. m ��

βm =
√
k2
1 − κ2

1 =

√
ω2μoε−

(mπ
a

)2

=

√
ω2εr
c2

−
(mπ
a

)2

G���"H

��	 )�������� �. ��	 ����������� !�������� ���� .�	7�	�!, .�� m = 0 �� � ��	 �����	� �� %����	 ��#
G�	!��� ���� �� m = 0 �4 ���	 	
����H� ����!	 ���� ���, ��	 m = 0 �5 ���	 !�� ��������	 ���� �� (��
3� ��������' ����!	 ���� ��	 m = 0 ���	 ��� � ���	�� �	���������� 
	��		� ��	 .�	7�	�!, ��� �����������
!�������' ����	 ��	 ���	� ���	� ��)	 ������	�� �	������������ ���� ���� 
	 ��������� ���	� ��	� �	 ���!���
����	����� ���!� �	��� �� ������ ���������� �� ��)	����	��

3� ������ 
	 �����	� ��� ����' �������� �	 ��������, �����	� ���� ��	 ���	� �	�.	!��, !����!���� �	�����
��	 ��@���	�, ���!>' ���� �� ��� � �	!	����, ����������� <	!���	 ��	 	�	!�������	��! @	��� ��	 9	�� �����	
� �	�.	!� !����!���' �	 ��, ���� �����	 ���� ��	 �	�.	!��, !����!���� ��,	�� ��	 ��@���	�, ���� G�		 %����	

��#



������ ���	 %������	��� ����	��	� ��� ���0����� �� � �������� ���	�  ��������� )4�	� 	��	 	�� m = 0 &=
���� ���� ��	 �!��	�* &�� m = 0 &/ ���� ��� �������	� �� � 	� 6��  ������ ��� �� 	�� �	��� �����
��0���� � ������� ���0����� ��� �������	���� )2�������� ������	���# � J -� ��� εr = 1*

��*H� ��	 ��	)���� �	��)����� ����� ����� ��� ��	 ��)	������� !�������� �� ��	 ���	� =. !����	' �� �	�� ��.	
��	�	 �� �� ���@���	�, ���� �	�.	!� !����!���'� 
�� ���� �����
������� �� )���� .�� )	�, ����' �����, !����!����
���	������

+� ���	�����)	 ��, �� ���> �� ��	 ��)	������� !�������� �� � ������	� ����	 ��)	����	 �� ��	 .���������
������	� ��� ����	 ��)	� ������9	� �� ��	 ,/���	!����' ��	� �4 ��)	�' ���� ��	 ����������� ���� ��	 ������	�
����	 ��)	����	 
, �
���!���� �C ��	 ��� ��� 
����� ����	�� +����	 ���� ��	 
���!	 ����	 �� θ' �� �����
�� %����	 ���0� +� ��, ����� ����� ��	 ��)	����	' ��	 ��� ��)	� !�� 
	 �����	� �� ������ .��� ��

�

E1 = A1e
−jβze−jκ1xŷ G���2H

�

E2 = A2e
−jβze+jκ1xŷ G���-H

��	�	 β = k1 sin θ ��� κ1 = k1 cos θ� ��	 ����� 	�	!���! @	�� �� ��	�
�

E��� =
�

E1 +
�

E2 = A1e
−jβze−jκ1xŷ +A2e

−jβze+jκ1xŷ G���#H

1	 �	
� �����	 ��	 �	����!���� ���� ��	 ��)	 ��������	 ���� 
	 9	�� �� ��	 ���	� �	�.	!��, !����!���� ����	'
��!��	� �� � D 0 � ���� ���� ���, 
	 ���	 .�� ��� )���	� �. κ1 �. A1 = −A2 ≡ A� ��	�	.��	' ��	 ����� 	�	!���!
@	�� !�� 
	 �����	� ��

�

E��� = A
(
e−jκ1x − e+jκ1x

)
e−jβz ŷ = −j2Ae−jβz sin(κ1x)ŷ G���*H

����!	 ���� ��	 �������� ��)	 �	�	���	� 
, �	A	!���� .��� ��	 ���	� ����	 ��� �	�����! ��!������ ����� ��	

/�
�� ��	�	 ��	 @	�� �� ����,� 9	��' ��)	� 
, x = mπ/κ1' ��	�	 � �� �� ���	�	�� ��	�	.��	' ��	 �	!���
�	�.	!��, !����!���� ����	 !�� 
	 ���!	� �� ��, �������	 �. π/κ1���, .��� ��	 @��� ����	 ��� ��	 
������,
!��������� ���� 
	 �	� �� 
��� ����	�� ���� !�� 
	 	
��	��	� 
, ��	 !�������� a = mπ/κ1 G� D �' �' �' ���H'
���!� !�� 
	 �	������	� ���� ��	 .��� ��)	� �� 47������ ���� �
�)	�

��*



x
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a
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Plates

������ ���	 
 ����	���� �������� ���	�  ��������� &�� ���	�� ��� 	���� ��	 	��  ���������� �����	��� �	���
����� ������� 	�� ����	�������	�� '���� ����� :��'��	��� ���	: �� � ������	 ������	���

3� ������,' ��	 @	�� �����	 � ������	�/����	 ��)	����	 !�� 
	 )�	�	� �� � ��� �. ��� ����	 ��)	�
����������� �� �
��7�	 ����	�� ��	 �	����)	 ����	 �. ��	 ��� ����	 ��)	� �� ��!� ���� ��	 ��� �. ��	
@	��� �����., ��	 
������, !��������� �� ��	 ���	�.�!	�� 3� ��	 ���	!���� �. ����������� G��	 ��	 9/���	!����'
���� !���	� ��	 ����
	��
��� �

��	
��H ��	 ��� ����	 ��)	� ��)	 ��	 ���	 ��)	 )	!��� !�����	��' β� 3�
��	 ���	!���� �	��	���!���� �� ��	 ���	�.�!	� G��	 ��	 
/���	!����' ���� !���	� ��	 	
�����
�� �

��	
��H ��	
��������	 �. ��	 ��)	 )	!��� !�����	���' κ1' ��	 	7��� 
�� ��)	 �������	 �����

&���� ��� �!�������.������ �( 67�
���

��� �	 !�� �		 ��, ��	 ��)	 )	!���� �� � ��)	����	 !�� ���, �����	 ����!�	�	� )���	� �� >/���!	� ��	
@	��� �. ����	 ��)	� ����������� �� ��@���	 �	��� ��� �� �������@	�� �	��� !�� ��������	 �� ��, ���	!����'

��� ��	 ���, �	����!���� �� ���� ��	 ��)	 )	!��� ���� �����.,
�

k ·
�

k = k2� +��	�����)	�, ����	�' ��	�	 �� ��
�	����!���� �� ��	 ���	!���� �. ��	 ��)	 )	!���' ��	� ��	 >/���!	 �� !���������� 3� ��)	����	�' ���	)	�' ��	
>/���!	 �� ���!�	��9	�� %�� 	
����	' �� � ������	� ����	 ��)	����	 47������ ���� ����!�	��9	�� ��	 >/���!	 
,
�	����!���� ��	 ��)	 )	!��� !�����	��� �� ��	 .�������� )���	�;

κ1 ∈ {0, π/a, 2π/a, 3π/a, .....} forTM modes
κ1 ∈ {π/a, 2π/a, 3π/a, .....} for TEmodes

G��	 �	���� ���� κ1 �= 0 .�� �4 ���	� ���� 
	 �		� �� �	
� �	!�����H %����	 ���� ���������	� ��	 ���!�	��9�����
�. >/���!	 .�� �4 ���	� ��	 �� ��	 ��)	������� !�������� �. ��	 ������	� ����	 ��)	����	�

&���� ����A ���������� (�� 
������� 
���� )�"�������

�	.	����� �� %����	 ��#' �	 �		 ���� �	�	����� ���� ��	 .�	7�	�!, G�� ��)	�	����H �. ��	������' � �����!����
���	 ��, �� ��, ��� 
	 �
�	 �� ��������	 �� � ������	� ����	 ��)	����	� 3. � ���	 !����� ��������	

��0



������ ����	 <D�������  ���: ��	�����	�	��� ��  ���������� �� � �������� ���	�  ��������� &�� ������
����� �� 	��  ���� �� θ  �	� ������	 	� 	�� ������ �� 	�� ������	�� ������	��� ���	��� &�� ��	��� ��� � 	��
���������	��� �� 	��  ��� ���	�� k1 ��	� �	� ������ ��� 	�����	��� ��������	�� κ1 ��� β�


	!���	 ��	 .�	7�	�!, �. ��	������ �� ��� ��� G�� ��	 ��)	�	���� �� ��� ����	H ��	� ��	 ���	 �� �	.	��	� ��
�� 
	��� ���	 �-��

:	� �� ���> �� ���� ����	�� �� ��	 �4 ��� �5 m = 1 ���	� �� ��	 .�	7�	�!, �� �	!�	��	�� %���
47������ ���� �	 �		 ���� ��	 �����)	��	 ��)	 )	!��� ���� 
	 	7��� �� κ1 = π/a .�� ��	 m = 1 ���	� 3.
��	 .�	7�	�!, �. ��	������ �� ��� 	����� ��!� ���� k1 < π/a' ��	� �� �� �������
�	 .�� ��	 �����)	��	 ��)	
)	!��� �� 	7��� π/a ���!	 ��	 �	���������� k2

1 = κ2
1 + β2 ���� 
	 �����@	� �� ��	 ������� �	����� %�� ����

�	����' ��	 m = 1 ���	 �� !�� �C� ��	 m = 1 ��	�- �
������� �� �	@�	� �� ��	 �����	 .�	7�	�!, �� ���!�
��	 m = 1 ���	 !�� ��������	 ������� ����� ��	�	.��	' ��	 !���C .�	7�	�!, �. � ���	 �!!��� ��	� β = 0
��� k1 = κ1� %�� ��	 m = 1 ���	' ��	 !���C !�������� �� ��	�

k1 =
2πfc,1

√
εr

c
=
π

a
G���0H

���!�' ��	� �	������	�' ,�	���

fc,1 =
c

2a
√
εr

G����H

��	�	 fc,1 �� ��	 !���C .�	7�	�!, �. ��	 m = 1 ���	� ���� !�� 
	 �	�����	� �� �	��� �. ��	 ��)	�	���� ��
λc,1 = 2a

√
εr' ��	�	 λc,1 �� ��	 ��	�- ��������	� 
� �
�� ����� G��� ��	 ��)	�	���� �� ��	 ��	�	!���! ���	����'

���!� ����� 
	 �����	� 
, � .�!��� �. 1/
√
εrH�

���� !�������� !�� 
	 �	�	����9	� �� ��� ���	�� ��	 !���C !�������� .�� ��	 m�� ���	 �� � ������	� ����	
��)	����	 ��

fc,m =
mc

2a
√
εr

or λc,m =
2a

√
εr

m
G����H

��	�	 fc,m �� ��	 ��	�- �
������� �� 	�� m������' ��� λc,m �� ��	 ��	�- ��������	� 
� �
�� ����� 2��	 	��
��������	� 
��
�� 	�� ��
��3� 3. �	 �	���� �� ��	 )�	� �. ��	 @	��� �����	 ��	 ��)	����	 �� ��	 ��� �. ���
�
���!���� ����	 ��)	�' �� !���C ��	�	 ��)	� 
���!	 
�!> ��� .���� �� ������ ��!��	�!	 
	��		� ��	 ����	�
���!	 β = 0� 3� ���	� �����' ��	 ���	 ��	� ��� ��������	 �� ��	 9/���	!����� +� ��	 .�	7�	�!, �� ��!�	��	�'
��	 ����	 ��)	� 
	��� ����������� �� ��	 9/���	!�����

��	 !���C .�	7�	�!,B��)	�	���� �. � ���	 �� �� ��������� �����	�	� �. � ��)	����	� 3. � ���	 �� 
	���
��	 !���C .�	7�	�!,' ��	 ���	 !����� ��������	 ��� ���� 
	 ���	����	�� %����	� ����G�H ��� G
H ���� ��	

���



������ ����	 &�� ������	�5�	��� �� �+����� ��� &= ����� �� � �������� ���	�  �������� )��	� 	���� �� ��
m = 0 &= ����*� &�� ���	��� ��� � ��������	 	��  ��� ���	��� ��� 	�� m J -� 
� $� ��� I ������ &��
 ��� ���	�� ��������	 �� 	�� 	��������� �����	��� �� '!�� �� 	��  �������� �����	���  ���� 	�� �����	���
�� 	��  ��� ���	�� ������  �	� ���0����� �� k1 = ω

√
μoε�

���
	� �. ����������� ���	� �� � ������	� ����	 ��)	����	 )	���� .�	7�	�!, .�� �4 ���	� ��� �5 ���	�'
�	��	!��)	�,� ���	 ����' �� � ��	!�@! .�	7�	�!,' ��	�	 ���� ����,� 
	 ��	 ���	 �5 ���	 ���� �4 ���	'
���!	 �� m = 0 �4 ���	 	
�����

?���� ��	 	
��	������ .�� ��	 !���C .�	7�	�!, ��� ��)	�	���� �. 	�!� ���	 G47������ ����H' �	 !��
�	����	 ��	 ����������� !������� �. ��	 m�� ���	 �� G�		 +��	���
 (H;

βm = k1

√
1 − f2

c,m/f
2 = k1

√
1 − λ2/λ2

c,m G����H

�	�	�
	� ���� ��	 !���C ��)	�	���� �� 47������� ���� ��� ���� �� ��	 ��)	�	���� �� .�		 ���!	' ��� ��	
��)	�	���� �����	 ��	 ��)	����	O

=.�	�' ��	� ��	�>��� �. �	�����! ��)	����	�' ��	 !���C ��)	�	���� �� ��)	� �� �	��� �. ��	 ��)	�	����

��
�� �� 	�� ������
��� $��!	 ��	 ��)	�	���� �����	 �. ��	 ��)	����	 �� �	���	� �� ��	 ��)	�	���� ������	

, λ�� = λ���/

√
εr' ���� �	��� ���� ��	 !���C ��)	�	���� ��	!�@	� �� �	��� �. ��	 ��)	�	���� �����	 �. ��	

��)	����	 ��	� ��� �	�	�� ���� ��	 ���	���� �� ��	 ��)	����	O ���� !�� �	�� �� !��.����� ��	� ��	!�.,���
��	 !���C ��)	�	���� �. � ������	� ����	 ��)	����	� ���� ����� �� ���������	� �� ��	 .�������� 	
����	�

��������������

�6'��7�  8�9

������	� � ������	� ����	 ��)	����	 @��	� ���� � �������	��! �	���� ���� � �	������)��, ε D *εo� ��	
���!��� 
	��		� ��	 ����	� �� �0 !�� 1��� ��	 ��	 !���C .�	7�	�!, ��� !���C ��)	�	���� �. ��	 m = 2
�4 ���	8 1��� ��	 ��	 !���C .�	7�	�!, ��� !���C ��)	�	���� �. ��	 �	������)��, �. ��	 @����� ���	���� ��
��!�	��	� �� ε D �2εo8 1��� �� ��	 ����������� !������� �. ��	 �42 ���	 �� ��" &E9 �� 	�!� !��	8

.�������9

���



������ ���
	 )�* &�� ������ �� &= ����� �� � ����	��� �� ���0����� �� � �������� ���	�  ��������� &��
�� ��	+����� ���� �� 	�� m = 1 ����  ���� ��� � ��	�K ���0����� �� fc,1 = c/(2a

√
εr)� )�* &�� ������

�� &/ ����� �� � ����	��� �� ���0����� �� � �������� ���	�  ��������� &�� �� ��	+����� ���� �� 	�� m = 0
����  ���� ��� �������	� �� � 	� � L5�

��	 !���C .�	7�	�!�	� .�� ��	 ��� ��C	�	�� @����� ���	����� ��	 ��)	� 
, 47������ ����;

fc,2 =
mc

2a
√
εr

=
2
(
3 × 108

)
2 (0.10)

√
9

= 1 GHz (for ε = 9εo)

fc,2 =
mc

2a
√
εr

=
2
(
3 × 108

)
2 (0.10)

√
16

= 0.75 GHz (for ε = 16εo)

��	 !���C ��)	�	����� ��	

λc,2 =
2a

√
εr

m
=

2 (0.10)
√

9
2

= 30 cm (for ε = 9εo)

λc,2 =
2a

√
εr

m
=

2 (0.10)
√

16
2

= 40 cm (for ε = 16εo)

��	�	 ��	 ��	 !���C ��)	�	����� ������	 �. ��	 ��)	����	' ��	� �� .�		 ���!	� 3����	 ��	 ��)	����	' ��	
��)	�	����� ��	 �	!�	��	� 
, � .�!��� �. 1/

√
εr;

λc,2 (inside) =
λ��√
εr

=
30√
9

= 10 cm (for ε = 9εo)

λc,2 (inside) =
λ��√
εr

=
40√
16

= 10 cm (for ε = 16εo)

����!	 ���� ��	 !���C ��)	�	���� �����	 �. ��	 ��)	����	 ��	� ��� �	�	�� ���� ��	 ����	���	� �. ��	 @�����
���	����O ��	 ����������� !������� �. ��	 �42 ���	 �� ��" &E9 ��;

β2 = k1

√
1 − f2

c,2/f
2 =

2π × 1.5 × 109
√

9
3 × 108

√
1 − 12/1.52

���



= 70.2 rad /m (for ε = 9εo)

β2 = k1

√
1 − f2

c,2/f
2 =

2π × 1.5 × 109
√

16
3 × 108

√
1 − 0.752/1.52

= 109 rad /m (for ε = 16εo)

3� 
��� !��	�' ���	)	�' ��	 �����)	��	 !�����	�� �. ��	 ��)	 )	!��� ���� 
	

κ1 =
mπ

a
=

2π
0.10

= 62.8 rad /m

����>��� �� �	��� �. ��	 �
���!��� ��)	� ���	�' �	 �
�	�)	 ���� ��	 �
���!	 ����	� �� ��		�	� �� ��	
!��	 �� ���!� ε = 9εo' ���!	 �� ���� !��	 ��	 ���	 �� !���	� �� !���C G�	.	� �� %����	 ����H�

������ ����	 2������	��� ��� 	�� 	 � ��K����	 '����� ��	������ �� =!����� I�-# )�* ε = 9εo� )�* ε = 16εo�

��������������

&���& -���� >���"��� >���� ����A

3� ��� ��	)�����, ����	� ���� � ���	 !����� ��������	 ������� ���� 
	��� ��	 !���C .�	7�	�!, �. ����
�����!���� ���	� <	��� ��	 !���C .�	7�	�!,' ��	 @	��� �����	 ��	 ��)	����	 ��)	 ���	 ����������	� ��
@	��� �� ��	 !��	 �. ����� ���	���� �	A	!���� G�3�H� 3� �3�' ��	 ����	����� ��)	 )	!��� !�����	�� �. ��	
��!��	�� ��)	 �� ��	 @��� �	���� �� �� ����	 ���� �� ��	 �	!���' ���/���	
 �	���� ��	 ��)	 )	!��� !�����	��
�	��	���!���� �� ��	 ���	�.�!	 �� .��!	� �� 
	 ��������,� 3� ��	 ���/���	
 �	����' ��	 @	��� �	!�, ���, .���
��	 ���	�.�!	' ���!	 ��	 ��)	 )	!��� !�����	�� �	��	���!���� �� ��	 ���	�.�!	 �� ��������,' ����	 ��	 ��)	
)	!��� !�����	�� ������	� �� ��	 ���	�.�!	 �� �	���

3� � ������	� ����	 ��)	����	' ��	 �����)	��	 ��)	 )	!��� !�����	�� �. ��	 ���	 �	����� 	7��� ��
κ1 = mπ/a� <	��� !���C' ���� �	��� ���� κ1 > k1' �� ���� ��	 ����������� !������� �� ��	 9/���	!����
���� 
	!��	 ��������,� ���� �	��� ���� ��	 @	�� �		����	�� 
� 	�� �#�

��	
��� ��	 .����	� ��	 .�	7�	�!,
�� 
	��� !���C' ��	 .���	� ��	 ���	 ���	����	��

3. � ���	 �� 
	��� ��	 !���C .�	7�	�!, G��	� �. f < fc,m �� 	7��)��	���, �. λ > λc,mH ��	� ��	 �����������
!������� �� ��������, ��� ��	 ���	 �� ���	����	�� ��	 ���	������� !������� �. ��	 ���	 ��

αm =
√
κ2 − k2

1 = k1

√
f2
c,m/f

2 − 1 = k1

√
λ2/λ2

c,m − 1 G����H

��	�	 �	 ��)	 �	@�	� αm = jβm �� ��	 ���	������� !������� �. ��	 m�� ���	' ��� k1 = ω
√
μoε = ω

√
εr/c�

��������������

���



�6'��7�  8�9
������	� � ������	� ����	 ��)	����	 .��� 4
����	 ��� @��	� ���� � �������	��! �	���� ���� � �	����/

��)��, ε D *εo� ��	 ��)	����	 ��� � ���!��� 
	��		� ��	 ����	� �. �0 !�� 1��� �� ��	 ���	������� �� �<B!�
�. ��	 m = 2 ���	 �. �	 ��	 ��	������ �� �00 5E98

.�������9
3� ��	 ��	)���� 	
����	' �	 .���� ���� ��	 !���C .�	7�	�!, �. ��	 m = 2 ���	 �� � &E9� ��	�	.��	'

��	 ���	������� !������� ��

α2 = k1

√
f2
c,m/f

2 − 1 = (ω
√
εr/c)

√
f2
c,m/f

2 − 1

=
(
2 × π × 200 × 106 ×

√
9/3 × 108

)√
12/0.22 − 1 = 61.6 Np /m

$��!	 ��	 ���	 ���� ���	����	 �� Eoe
−αz' �	 !�� @�� ��	 @	�� ��������	 �� 0 !� ��� �� � !�;

E(0 cm) = Eo and E(1 cm) = Eoe
−(61.6)(0.01) = 0.54Eo

��	 ���	������� �� �<B!� �� ��	�

20 log
(

Eo
0.54Eo

)
= 5.35 dB / cm

��������������

&���' )�"������� ��� 
���� �������% �� ��� )�"������

3� �������� �� ��	 ��	������ .�	7�	�!, ω ��� ��	������ ��)	�	���� λ' �	 ��	 ���� ���	�	��	� ��	 ��)	�	����
��� ����	 )	��!��, �� ��	 ���	!���� �. ����������� G��	� ��	 9/���	!����H� ?���� ��	 	
��	������ .�� ��	
!���C .�	7�	�!, ��� ��)	�	���� �. 	�!� ���	 G47������ ����H' �	 !�� �	@�	 λz �� ��	 ��)	�	���� �� ��	
9/���	!����' �� �����	 ��)	�	����� .�� ��	 m�� ���	 G�		 +��	���
 (H;

λz,m =
2π
βm

=
λ/

√
εr√

1 − f2
c,m/f

2
=

λ/
√
εr√

1 − λ2/λ2
c,m

G���"H

��	 ����	 )	��!��, �. ��	 m�� ���	 �� G�		 +��	���
 (H;

vp,m =
ω

βm
=

c/
√
εr√

1 − f2
c,m/f

2
=

c/
√
εr√

1 − λ2/λ2
c,m

G���2H

&���, 1������	������� +�����2 �1 -����

1	 ��� �	��)	 ��	 	�	!�������	��! @	�� ��������� �����	 ��	 ������	� ����	 ��)	����	� ?���� ��	 �
���!���
��)	 ���	�'� �	 ��)	 ���	��, �	��)	� ��	 	�	!���! @	�� .�� �4 ���	� G47������ ���*H� &������� ��� �. ��	
!������� �	��� ���� ��	 ��
�����, !������� Eo' ��	 	�	!���! @	�� !�� 
	 �	�����	� ��

�

E = Eo sin(κ1x)e−jβz ŷ = Eo sin
(mπ
a
x
)
e−jβz ŷ G���-H

��	�	 �	 ��)	 ��
������	� �� ��	 ��)	������� !�������� κ1 = mπ/a� %�� ��	 �4 ���	�' ��	�	 �� � ���
�	�

�. m = 0� 3. �	 !����	 m = 0' ��	� ��	 	�	!���! @	�� ��
�

E = 0� ���� �� 
	!���	 ��	 )���	 �. � �	�	����	�

��"



��	 ���
	� �. ��
���B������ �. ��	 ���	 �� ��	 �����)	��	 ���	!����� ��	 m = 0 ���	 ��� 9	�� ��
/
���B������' ��	� �� �� � !������� �� ��	 �����)	��	 ���	!����� <��' ��	 ����	����� 	�	!���! @	�� �� ��	 ����	�
���� 
	 9	��' �� ���� � �4 ���	 ���� � !������� ��������	 �� ��	 �����)	��	 ���	!���� !����� 	
���� ����
�	��� ���� �� � ������	� ����	 ��)	����	 ��	 m = 0 �4 ���	 !����� 	
���O

��	 ����	��! @	�� �������� �� 	����, �
����	� .��� ��	 	�	!���! @	�� ����� %�����,6� ��� �� ���	/�������!

.���� G���	 ���� �	 !����� ��	 ��	 	
��	�����
�

H = k̂ ×
�

E/η �� @�� ��	 ����	��! @	��' ���!	 ��	 �����
	�	!���! @	�� !������� �. 	�� ����	 ��)	� ����������� �� ��C	�	�� ���	!�����OH;

�

H =
j

ωμo
∇×

�

E =
j

ωμo

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 Ey 0

∣∣∣∣∣∣ =
j

ωμo

(
−∂Ey
∂z

x̂+
∂Ey
∂x

ẑ

)

=
Eo
ωμo

{−β sin(κ1x)x̂ + jκ1 cos(κ1x)ẑ} e−jβz

=
Eo
ωμo

{
−β sin

(mπ
a
x
)
x̂+ j

mπ

a
cos
(mπ
a
x
)
ẑ
}
e−jβz G���#H

��	�	 m ≥ 1 .�� �4 ���	�� ��	 	�	!���! @	��� �. ��	 ���		 ���	��/���	� �4 ���	� ��	 ���������	� �� %����	
�����

������ ����	 &�� ����	��� '���� �� 	�� 	���� �� ��	+����� &= ����� �� � �������� ���	�  �������� )��	�
	��	 	�� m = 0 ���� �����	 �!��	 ��� 	�� &= ����*� &�� ���� � ������	� 	�� �����	��� �� 	�� ����	��� '���
���	�� )�+�����	���*�

&���3 1������	������� +�����2 �- -����

%�� ��	 �5 ���	�' �	 ����� �����	 ��	 �
���!��� ��)	� ���	�' 	
!	�� ��� ��	 ����	��! @	�� �� �	��	�/
��!���� �� ��	 ���	!���� �. ������������ ��	�	.��	' �	 !������!� ��	 ����	��! @	�� .��� ��	 ��� �. ���
��)	�; �

H��� =
�

H1 +
�

H2 = A1e
−jβze−jκ1xŷ +A2e

−jβze+jκ1xŷ G���*H

1	 !����� ���	!��, ��	 ��	 ����	����� ����	��! @	��� �� ���)	 .�� ��	 �	���������� 
	��		� A1 ��� A2 
	!���	
��	�	 ��	 ��>���� ���.�!	 !���	��� �� ��	 �	�.	!� !����!����� ���� �	��� ���� ��	 ����	����� ����	��!
@	�� ��, ��� 
	 9	�� �� ��	 ���.�!	 �. ��	 �	�.	!� !����!����� ��	 ���
�	� �� ���)	� 
, @��� @����� ��	
����	����� 	�	!���! @	�� �� ��	 ���	�.�!	 ��� 	
�������� ��	 .�!� ���� ��	 ����� ����	����� 	�	!���! @	�� �� 9	��
�� � �	�.	!� !����!����

��2



<	!���	 ��	 ����	��! @	�� )	!��� �� �� ��	 ,/���	!����' ��	 	�	!���! @	�� ���� ��)	 !�����	��� �� ��	

/ ��� 9/���	!������ $��!	 �	 ��	 ���	�	��	� ���, �� ��	 ����	����� 	�	!���! @	��' �	 ��	 +��	�	6� ��� ��

���	/�������! .��� G∇×
�

H = jωε
�

EH �� @�� ��	 9/!�����	�� �. ��	 	�	!���! @	��;

Ez = − j

ωε

∂Hy

∂x
= − κ1

ωε

(
A1e

−jκ1x −A2e
+jκ1x

)
e−jβz G���0H

$	����� ��	 ����	����� 	�	!���! @	�� �� 9	�� �� x = 0' �� .������ ���� A1 = A2� ��	�	.��	 ��	 ����	��! @	��
!�� 
	 �����	� ��

�

H = A1(e−jκ1x + e+jκ1x)e−jβz ŷ = Ho cos(κ1x)e−jβz ŷ

= Ho cos
(mπ
a
x
)
e−jβz ŷ G����H

�������, �� ��	 �4 ���	' � !�� 
	 9	�� .�� � �5 ���	� $�
��������� m = 0 ���� 47������ ���� �	 @��
��	 ����	��! @	�� �������� .�� ��	 m = 0 �5 ���	 ��

�

H = Hoe
−jβz ŷ� ���� ��	� ��� ���	 � ���
�	� ���!	 ��

� �	�.	!��, !����!���� ���	�.�!	 ��	 ����	����� ����	��! @	�� ��	� ��� ��)	 �� 
	 	7��� �� 9	��� �	!��� ����
� ���9	�� ����	����� ����	��! @	�� ��)	� ���	 �� �� ��@���	�, ���� ���.�!	 !���	�� A����� �� ��	 ���	�.�!	 �.
��	 �	�.	!� !����!���� ��	 ����	��! @	��� �. ��	 ���		 ���	��/���	� �5 ���	� ��	 ����� �� %����	 ���"�

+���� ����� +��	�	6� ��� �� ���	/�������! .���' �	 @�� ���� ��	 	�	!���! @	�� ��

�

E =
−j
ωε

∇×
�

H =
−j
ωε

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 Hy 0

∣∣∣∣∣∣ =
j

ωε

(
∂Hy

∂z
x̂− ∂Hy

∂x
ẑ

)

=
Ho

ωε
{β cos(κ1x)x̂+ jκ1 sin(κ1x)ẑ} e−jβz

=
Ho

ωε

{
β cos

(mπ
a
x
)
x̂+ j

mπ

a
sin
(mπ
a
x
)
ẑ
}
e−jβz G����H

��	�	 m ≥ 0 .�� �5 ���	��

������ ���
	 &�� �����	�� '���� �� 	�� 	���� �� ��	+����� &/ ����� �� � �������� ���	�  ��������� 4�	�
	�� �������� �� ��m = 0 &/ ����� ����� 	�� �����	�� '��� ��� �� ����	��	  �	���	 �����	��� 	�� ��������
�����	���� �	 	�� ���	��� &�� ���� � ������	� 	�� �����	��� �� 	�� �����	�� '��� ���	�� )�+�����	���*�

��-



&���4 ��� �1- -���

��	 ���	��/���	� G� D 0H �5 ���	 �� � )	�, ��	!��� ��� ��������� 	�	!�������	��! ���	 �. ��	 ������	�
����	 ��)	����	� ���� ���	 ��� � 9	��/.�	7�	�!, G(�H !���C� %��� 47������ ���� �	 �		 ���� κ1 = 0 .��
���� ���	� ��	 ����������� !������� �� ��	� G�		 47������ ���"H

βo = k1 = ω
√
μoε G����H

3� ���	� �����' ��	 ����������� !������� �� ���� �. � ����	 ��)	 ����������� ������� � ���	���� ���� �
�	������)��, εO ��	 	�	!���! @	�� .�� ���� ���	 �� .���� 
, ��
��������� m = 0 ���� 47������ ����;

�

E =
βoHo

ωε
e−jβz x̂ = ηHoe

−jβz x̂ G����H

��	�	 η =
√
μo/ε �� ��	 ��)	 ���	���!	 �. ��	 �	���� 
	��		� ��	 ������	� ����	�� ��	 ����	��! @	�� ��

.���� �� � ������� ����	� .��� 47������ ����;

�

H = Hoe
−jβz ŷ G���"H

���� ���	 �� !���	� ��	 	
�����
�� ����	
������	
� ���� �� �45 ���	' 
	!���	 ��	� 	�� ����	

� ��� �����	
�
����� �
� 	
�����
�� 	� 	�� �

��	
�� �� �
�����	
��� ����!	 ���� ��	 	�	!�������	��! @	��� �. ��	 �45 ���	
��	 ����	�� 	���� �� � ����� ����� ��	�	.��	' ��	 �45 ���	 �� ��	 ������	� ����	 ��)	����	 ���>� ��>	 �
����	 ��)	 ���� �� ����!��	� �� ��	 ������	� ����	��

+� ��������� ���	!� �. ��	 �45 ���	 �� ���� �� �� ��	 ���, ���	 ���� !�� ��������	 �� ��, .�	7�	�!,
���� �� 0 E9� +���' ��	 �45 !���C !�������� ��	� ��� �	�	�� �� ��	 ���!��� �. ��	 ��)	����	� 3� !��

	 ����� ����' �� �	�	���' ��	 �������� �. ��	 @	�� ��������	� .�� � �45 ���	 ��	 �	�	����	� 
, ���)���
��	 :����!	 	7������ ���� �	�!��
	� ��	 	�	!��������! @	�� ��������� 4�	!��������! @	�� ��������� ���, 	
��� �.
��	�	 ��	 �� �	��� ��� !����!���� ���.�!	�' ��	� �� ���� 
	 �����
�	 �� ����, � )�����	 ���	����� �� �	�	���	 ��
	�	!��������! @	��� %�� ���� �	����' � ��)	����	 ���� �������� � �45 ���	 ���� ��)	 �� �	��� ��� �	�����	
!����!���� ���.�!	��

��	 ���.�!	 !���	�� ��� !����	 �	�����	� �� ��	 !����!���� .�� ��	 �45 ���	 !�� 
	 .���� .��� ��	

������, !��������� �� � �	�.	!��, !����!���� ���.�!	;

n̂ ·
�

E = ρs/ε G���2H

n̂×
�

H =
�

Js G���-H

��	�	 ρs �� ��	 ���.�!	 !����	 �	����, G�B�
�H'

�

Js �� ��	 ���.�!	 !���	�� G+B�H' ��� n̂ �� � ���� )	!��� ������
�� ��	 ���.�!	 ��� �������� ���� ��	 ��	�	!���!� 3� ��	 ��� !����!���' ��	 ���	/)��,��� ���.�!	 !���	�� ���
���.�!	 !����	 ��	

�

Js,top = −x̂×Hoe
−jβz ŷ = −Hoe

−jβz ẑ G���#H

ρs,top = −x̂ · εηHoe
−jβz x̂ = −εηHoe

−jβz G���*H

��� �� ��	 
����� !����!���

�

Js,bott = x̂×Hoe
−jβz ŷ = Hoe

−jβz ẑ G���0H

ρs,bott = x̂ · εηHoe
−jβz x̂ = εηHoe

−jβz G����H

��#



&���; ����� 5	
������ �� � 
������� 
���� )�"������

1�	� ����� ��)	����	� �� �������� 	�	!�������	��! ��)	�' ����������� .��� ��	 �,�	 �� �	��	��, �. ��)	�/
���	 �� �����	� ���� �.�	� 	
���� +� ��	 ���	�.�!	 
	��		� ��	 ��� ���������� ��)	����	�' �	A	!����� ����
�!!��� 1	 !�� �	�	����	 ��	 �	A	!�	� ��� ���������	� ��)	� 
, 	
������� ��	 �����	 ���	���!	� �. ��	
��C	�	�� ��)	����	 �	������

������	� � ������	� ����	 ��)	����	 !�����	� �. ��� ���������� �	!������ ��	 @��� �	!���� �. ��	 ��)	����	
�� @��	� ���� � ��	�	!���! ��)��� � �	������)��, εa' ����	 ��	 �	!��� �	!���� �� @��	� ���� � ��	�	!���! εb ��
����� �� %����	 ���2� 1	 ���� @��� !�����	� ��	 �4 !��	� (�	 �� �	A	!�����' �� ��!��	�� ��� � �	A	!�	�
@	�� ���� 	
��� �� �	���� �' ����	 ���, � ���������	� ��)	 ���� 	
��� �� �	���� �� +� ��	 ���	�.�!	 
	��		�
��)	����	 �	���� � ��� �	���� �' ��	 ����� ����	����� 	�	!���! ��� ����	��! @	��� ���� 
	 !���������� ����
,�	���

Ey,i + Ey,r = Ey,t G����H

Hx,i +Hx,r = Hx,t G����H

������ ����	 
 ��������+���	�  �������� '����  �	� 	 � ��K����	 ������	��� ��	������� ;�� � ���� �����+
��	��� �� 	�� ?5+�����	���� � ��1��	���  ��� ����� �	 	�� ��	������ ��	 ��� 	�� 	 � ��������

��	 ���	� A�� �� ��	 /9/���	!���� �� �	�	����	� .��� ��	 !����/�����!� �. ��	 ,/!�����	�� �. ��	 	�	!���!
@	�� ���� ��	 
/!�����	�� �. ��	 ����	��! @	��� %�� ���� �	����' �	 �	@�	 � �4 ���	 ����	 ���	���!	
���� �	��	!� �� ���	� A�� �� ��	 S9/���	!���� .�� 	�!� �	���� ��

η��g = −Ey,i
Hx,i

=
Ey,r
Hx,r

G����H

$�
��������� ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	�� ��������� G47������� ���- ��� ���#H ,�	��� � ����	 ���	���!	 �.

η��g = −
Eo sin

(
mπ
a x
)
e−jβz

−βEo

ωμo
sin
(
mπ
a x
)
e−jβz

=
ωμo
β

=
kη

β
G���"H

��	�	 η =
√
μo/ε �� ��	 ��)	 ���	���!	 �. 	�!� �	���� ��� k = ω

√
μoε �� ��	 ����������� !������� �� 	�!�

�	����� ?���� 47������ ����' ��	 �4 ����	 ���	���!	 !�� 
	 �	�����	� ��

η��g =
η√

1 − f2
c,m/f

2
=

η√
1 − λ2/λ2

c,m

G���2H

��	�	 fc,m ��� λc,m ��	 ��	 !���C .�	7�	�!, ��� ��)	�	���� �. ��	 m�� ���	' �	��	!��)	�,' �� �	���� � ��
�	���� �� %�� ��	 �5 !��	' !��������, �. ����	����� @	��� ��)	�

Ex,i + Ex,r = Ex,t G���-H

��*



Hy,i +Hy,r = Hy,t G���#H

1	 �	@�	 � �5 ���	 ����	 ���	���!	 .�� 	�!� �	���� ��

η��g =
Ex,i
Hy,i

= −Ex,r
Hy,r

G���*H

$�
��������� ��	 �5 @	�� ��������� G47������� ���� ��� ����H �	 @��

η��g =
βHo

ωε1
cos
(
mπ
a x
)
e−jβz

Ho cos
(
mπ
a x
)
e−jβz

=
β

ωε
=
βη

k
G��"0H

?���� 47������ ����' ��	 �5 ����	 ���	���!	 !�� 
	 �	�����	� ��

η��g = η
√

1 − f2
c,m/f

2 = η
√

1 − λ2/λ2
c,m G��"�H

��	 ����,��� �. ���!���������	� �� ��)	����	� ���!		�� 	
�!��, �� .�� � ����	 ��)	 �� ������ ��!��	�!	 ��
�� ���	�.�!	' ���)��	� ���� �	 ��	 ��	 ����	 ���	���!	 �. 	�!� �	!���� �� �����	� �� ��	 ��)	 ���	���!	 ��
	�!� ��	�	!���! �	����� ��	 	�	!���! @	�� �	A	!���� !�	F!�	�� 
	��		� ��)	����	 �	����� � ��� � .�� 	���	� �
�4 �� �5 ���	 ��

Γab =
ηg,b − ηg,a
ηg,b + ηg,a

G��"�H

��	�	 ηg .�� �	����� � ��� � ��	 !��!����	� ����� 47������ ���2 �� 47������ ��"� �	�	����� ���� ��	��	�
�	 ��	 ���	�	��	� �� �4 �� �5 ���	�' �	��	!��)	�,�

��������������

�6'��7�  8�9
������	� � �	!���� �. ���/@��	� ������	� ����	 ��)	����	' ���!� �� !���	!�	� �� � �	!���� @��	� ���� �

�������	��! �	���� ��)��� � �	������)��, ε D *εo� <��� �	!����� ��)	 � ���!��� 
	��		� ��	 ����	� �. �0
!�� ��	 .�	7�	�!, �. ��	������ �� � &E9� %��� ��	 �	A	!���� !�	F!�	��� �. ��	 �41 ��� TM1 ���	� ��
��	 ���!��������,�

.�������9
��	 !���C .�	7�	�!, .�� ��	 m = 1 ���	� �� ��	 @��� G���/@��	�H �	���� ��

fc,1 =
c

2a
√
ε��

=
3 × 108

2 (0.10)
√

1
= 1.5 GHz (regiona)

��� �� ��	 �	!��� Gε D *εoH �	���� ��

fc,1 =
c

2a
√
ε��

3 × 108

2 (0.10)
√

9
= 0.5 GHz (region b)

<	!���	 f > fc �� 
��� !��	�' ��	 ���	� !�� ��������	 �� 	�!� �	����� ��	 �	A	!���� !�	F!�	�� 
	��		�
�	����� � ��� � .�� ��	 �41 ���	 �� ��	� .���� .��� ��	 ����	 ���	���!	� �. ��	 ��� �	�����;

η��g,a =
ηo√

1 − (1.5/2)2
= 1.512ηo Ω

η��g,b =
ηo/

√
9√

1 − (0.5/2)2
= 0.344ηo Ω

��0



Γ��
ab =

0.344ηo − 1.512ηo
0.344ηo + 1.512ηo

= −0.629

��	 �	A	!���� !�	F!�	�� .�� ��	 TM1 ���	 �� .���� �� � ������� ����	�;

η��g,a = ηo

√
1 − (1.5/2)2 = 0.661ηo Ω

η��g,b =
(
ηo√
9

)√
1 − (0.5/2)2 = 0.323ηo Ω

Γ��
ab =

0.323ηo − 0.661ηo
0.323ηo + 0.661ηo

= −0.343

��������������

��� �/����
�� 4������
�� �����
 ,� �!�����

��	 ����, �. ������ ��	�	!���! ��)	����	� �� � ���� .��������� .�� ���	��������� ���	� �. ���	 !�����!��	�
��)	����	 �	��	���	� ��!� �� ����!�� @
	��� ���� �� 
	!���	' ����>	 ������	� ����	 ��)	����	�' ��	 ���	� ��
� ������ ��	�	!���! ��)	����	 �	�	�
�	 ����	 �� ����!�� @
	��� %�� ������	� ����	 ��)	����	�' �	�	���������
�. ��	 @	�� ��������� ��� .����, ��������.������ ��	 �� ��	 ���������� �. �	�.	!��, !����!���� �����' ��� �	
.���� @	�� ��������� �� ���!� ��	 ����	����� 	�	!���! @	�� ��� 9	�� �� ��	 ������ %�� ��	�	!���! ��)	����	�'
���	)	�' ��	 @	�� �� ����	� 
, �	A	!���� �� ��	 ���	�.�!	 
	��		� ��� ��	�	!���! ���	�����' ���!� �	��� ����
��	 @	�� ��������� 	
�	�� ������	 �. ��	 ������� �	����' �� �!��	�� ���� ��>	� ��	 	�	!�������	��! ����,���
���	���� ���	 !�����!��	� .�� ��	�	 �,�	� �. ��)	����	��

3� �� ��������� �� ���	 ���� ��	 ������	� ����	 ��)	����	' ���!� !������	� �. �	�����! ����	�' �� ��	.�� ��
��	 ��!����)	 �	���	' ��� �� �� !�������, �� ��	!�., ��	 �	������)��,' ε' ��� �� ����> �� �	��� �. .�	7�	�!,
.�� ��	�	 �,�	� �. ��)	����	�� (�	�	!���! ��)	����	�' �� ��	 ���	� ����' ��	 ��	.�� �� ��	 ����!�� �	���	'
��� �	 ������, ��	!�., ��	 ���	
 �. �	.��!����' �' ��� ����> �� �	��� �. ��)	�	�����

��	 �����	�� ������ ��)	����	 !������� �. ��	 !	��	� ������ �	���� �. @���	 �����' ��������	� 
, ���
���@���	�,� ���!> ��	�	!���! �	������ ��	 ���	� �	����� ��)	 ��	 ���	 ���	
 �. �	.��!����' ��� ��	 ���	� ��,	�
��� ��	 ����	�� ���	
 �. �	.��!����� <	!���	 ��	 ��� ���	� �	����� ��)	 ��	 ���	 ���	
 �. �	.��!����' ����
��)	����	 �� !���	� � ��,��	���! ��	�	!���! ������ ��)	����	�� ���� �,�	 �. ��)	����	 ��������	� ���, �4
��� �5 ���	� G�� �45 ���	H� ��	 �	��	��, �. ��	 �,��	���! ���
 ��)	����	 �� ����� 
	��� �� %����	
���-� ��	 !	��	� ��	�	!���! ��,	�' !���	� ��	 �!��	� ��� �� ���	
 �. �	.��!���� n1 ��� � ���!>�	�� �� ��	 !��	
�� 
����	� 
, ��� �	��/��@���	�, ���!> ��,	�� ���� ���	
 �. �	.��!���� n2 !���	!��)	�, !���	� ��	 �!���������
4�!� �. ��	 ������ ��,	�� ��	 �����	� �� 	
�	�� ���	@���	�, �� ��	 ±,/ ��� ±9/���	!������

&�&�� )�"� ������� �� ��� ���� ��� ��������

:���� !�� 
	 ������	�� �� ��	 !��	 �	���� �. ��	 ������ ��	�	!���! ��)	����	 �. ����� ���	���� �	A	!���� G�3�H
�!!��� ��� ��	 ��)	������� !�������� �� �����@	�� �	!��� ����' .�� �3� �� �!!��' ��	 ��!��	�� �	���� ����
��)	 � ����	� ���	
 �. �	.��!���� ���� ��	 �	!��� �	����� ��	�	.��	' .�� ����� �� 
	 ������	�� �� ��	 !��	
�. ��	 ��)	����	' ��	 ���	
 �. �	.��!���� �. ��	 !��	 ���� 
	 ��	��	� ���� ��	 ���	
 �. �	.��!���� �. ��	
!�������' ��	� n1 > n2� %�� � ���	 �� � ��	�	!���! ������ ��)	����	' �	 !�� ��!���	 ��	 ����� �
���!����
���� ��	 ��)	����	 
	��		� ��	 ��� ��� 
����� ���	�.�!	� �� ����� �� %����	 ���#� �3� �!!��� �. ��	
�
���!	 ����	'� θ' �� ��	��	� ���� ��	 !����!�� ����	' θc' �� ��	 !��	B!������� ���	�.�!	' ��	�	

θc = sin−1

(
n2

n1

)
G��"�H

���



������ ����	 B����	��� ������	��� ������  ��������� &�� �������� ������ ��� ������� 	� �� 9��'��	���:
	����� &�� �������� ��� ���� ������ �!	��� ��	 	� ��'��	� �� 	�� ±�+ ��� ±5+�����	����� 4�	� 	��	� ��
���	���	 	� 	�� �������� ���	� ����� 	�� 5+�!�� �� ��'��� � ������� 	������ 	�� ������ �� 	�� ����� D������
�� �����	��� 	��� ������'�� 	�� '��� ����	����� &��� ���� ��	 �K��	 	��  ���������� �����	��� ������� ��
	�� �������� ����	���

������ ����	 
 �����	��� ������	��� ����  �������� ������ ����	 �� &�"� 4�	� 	��	� �� ���	���	 	� 	��
�������� ���	� ����� 	�� 5+�!�� �� ��'��� �� ������� 	������ 	�� ������ �� 	�� ����� D������ �� �����	���
	��� ������'�� 	�� '��� ����	����� &��� ���� ��	 �K��	 	��  ���������� �����	��� ������� �� 	�� ��������
����	���

1������ ���� �. �	�	�����,' �	 !��@�	 ��	 ��)	 )	!���� �. ��	 �
���!���� ��)	 �� ��	 
/9 ����	' �� �����
�� %����	 ���#� ��	 ��)	 )	!��� �� ��	 !��	 ��� � ���	!���� �	�	����	� 
, ��	 ���	!���� �. ��	 
���!��� ��,'
��� ��� � ��������	 k1 = n1ko� :�>	���	' ��	 ��������	 �. ��	 ��)	 )	!��� �� ��	 !������� �� k2 = n2ko�
��	 �	����������� 
	��		� ��	 !�����	��� �. ��	 ��)	 )	!���� �� ��	 !��	 ��� !������� ��	 ����� 
	��� ��
%����	 ���*�

��	 �	
� 7�	����� �	 ��> ��' ������� ����� ���� ��	 ��)	������� !��������' �� �� �����
�	 �� ���!	 ������
�� ��	 )���	� �. β ���� !�� !���	����� �� ����	� ���	�8 3� ��	 !��	 �	����' ��	 ��)	 )	!��� !�����	���
��	 �	���	� 
,

(n1ko)
2 = κ2

1 + β2 G��"�H

��	�	 β = n1ko sin(θ) ��� κ1 = n1ko cos(θ) G�		 %����	 ���*H� ��	 ��
���� �����
�	 )���	 .�� β �!!���
��	� ��	 ��)	 �� ����������� ���	!��, ���� ��	 ��)	����	 Gθ = 90◦H� 3� ���� !��	' κ1 = 0 ��� β = n1ko�
��	 ������� �����
�	 )���	 �. β ���� ����� !���	������ �� � ����	� ��)	 �!!��� ��	� ��	 ��)	 )	!��� �� ��

���



������ ����	 "���	�������� ��	 ��� 	��  ��� ���	�� ��������	� �� 	�� ���� ��� �������� ������� �� 	��
 ��������� 4�	� 	��	 	�� ����� �������� �� ��	 ��� � �� 	��� '����� "����� 	��	 β ���	 �� �0��� �� 	��
���� ��� �������� ��������

��	 !����!�� ����	' ���!	 θ ���� 
	 ��	��	� ���� θc .�� �3� �� �!!��� 3. θ = θc' ��	� �	 ��)	

β = n1ko sin(θc) = n1ko

(
n2

n1

)
= n2ko G��""H

��	�	.��	' ��	 ����������� !������� �. � ����	� ���	 ���� �����.,

n2ko < β < n1ko G��"2H

(	@���� ��	 �-��	
�� 
���� �. ��	 ���	 �� n�� = β/ko' ���� !�������� !�� 
	 �	�����	� ��

n2 < n�� < n1 G��"-H

1��� !��!������� !�� �	 ��� ���� �
��� ��	 ��)	 )	!��� !�����	��� �� ��	 !�������8 3� ��	 !�������
�	����' ��	 ��)	 )	!��� !�����	��� ��	 �	���	� 
,

(n2ko)
2 = κ2

2 + β2 G��"#H

�	!��� ���� ��	 ����	����� ��)	 )	!��� !�����	�� Gβ �� ���� !��	H ���� 
	 !��������� �!���� � ��	�	!���!
���	�.�!	 G�		 �����	� �H� ��	�	.��	 β ���� 
	 	7��� �� ��	 !��	 ��� ��	 !������� �	������ $��)��� .�� ��	

/!�����	�� �. ��	 ��)	 )	!��� �� ��	 !�������' κ2' �	 @��

κ2 =
√

(n2ko)
2 − β2 G��"*H

E��	)	�' .�� ��)	������� �� �!!�� �� ���� 
	 ���	 ���� β > n2ko� ���� �	��� ���� �� ��	 !�������' κ2 ��
�� 
���
��
� �����
' �� �	 �	@�	

κ2 ≡ −jγ2 G��20H

��!� ����

γ2 =
√
β2 − (n2ko)

2
G��2�H

&�&�� 
��
������� ��������� �( ��� ������ -����

3� ��	 ��	)���� �	!����' �	 	���
����	� ���� ��	 	C	!��)	 ���	
 �. ���	� ����	� 
, ��	 �,��	���! ������
��)	����	 ���� ��	 
	��		� ��	 ���	
 �. ��	 !��	 ��� ��	 !�������� (�	� ���� �	�� ���� ��, )���	 �. n��
G��	� ��, 
���!	 ����	H ���� �		�� ���� !�������� !���	������ �� � ����	� ���	8 ��	 ����	� �� ��' ���!	 ��	
��)	������� !�������� ���� ���� 
	 �����@	�� �� ��)	������	 ����' �	 �	���� �� ��	 ��)	������� !��������
G47������ ����H;

r10r12e
−j2aκ1 = 1 G��2�H

���



<	!���	 �	 ��	 !�����	���� ���, � �,��	���! ����!���	' ��	 �	A	!���� !�	F!�	��� .��� ��	 ��	�	!���! ���	�/
.�!	�' r10 ��� r12' ���� 
	 	7���' ��� �	 �	@�	 r10 = r12 ≡ r� 3� �����	� � �	 .���� ���� ��	 �	A	!����
!�	F!�	�� �� � ��	�	!���! ���	�.�!	 ��

r =
κ1 − δ12κ2

κ1 + δ12κ2
=
κ1 + jδ12γ2

κ1 − jδ12γ2
≡ ej2ψ G��2�H

��	�	 δ12 = 1 .�� �4 ������9����� �� δ12 = ε1/ε2 .�� �5 ������9�����' ��� �	 ��)	 �	@�	�

ψ = tan−1

(
δ12

γ2

κ1

)
G��2�H

����!	 ���� ��	 ��������	 �. r �� ����,' ���!� !��@��� ���� �3� �� �!!������� +��� ���	 ���� � ����	 ���.�
�. 2ψ ���� �!!�� ���� 	�!� �	A	!���� .��� ��	 !��	B!������� ���	�.�!	� $�
��������� ��	 �	A	!���� !�	F!�	��

�!> ���� 47������ ��2�' ��	 ��)	������� !�������� 
	!��	�

ej(4ψ−2κ1a) = 1 G��2"H

.�� ��	 �,��	���! ��	�	!���! ���
 ��)	����	� ���� 	7������ �� �����@	� ���, ��	�

4ψ − 2κ1a = −2πν G��22H

��	�	 ν = 0, 1, 2, ...� <	!���	 	�!� 
���!	 ����	 !���	������ �� � ���7�	 )���	 �. κ1' ���� 	7������ �����
���� ���� ��
	�
� ������ ������ ��

������ 	� ��
��� �����O $�
��������� 47������ ��2� ���� 47������ ��22
�	 �
����

tan−1

(
δ12

γ2

κ1

)
=
κ1a

2
− νπ

2
G��2-H

���� �� ��	 �����!	��	���� 	7������ ���� �	�	����	� ��	 �����	� ���	� �� � �,��	���! ��	�	!���! ���
 ��)	�/
���	� 3� �� !�������, �� �	@�	 �������9	� �����	�	�� �� ������., ��	 �������� �. ��	 	7������� ��	 ��
���
���
�
�������' �� �#�����
' �� �	@�	� ��

V =
πa

λo

√
n2

1 − n2
2 =

koa

2

√
n2

1 − n2
2 G��2#H

��� ��	 ��
���
��� �
�����	
�� ����	��	' �' �� �	@�	� ��

b =
(β/ko)

2 − n2
2

n2
1 − n2

2

=
n2
�� − n2

2

n2
1 − n2

2

G��2*H

��	 �	7���	�	�� ���� n2 < n�� < n1 �	��� ���� ��	 �������9	� ����������� !�������' �' ���� ��	 
	��		�
0 ��� �� ?���� ��	�	 �������9	� �����	�	��' �� !�� 
	 ����� ����

γ2

κ1
=

√
β2 − k2

2√
k2
1 − β2

=

√
(β/ko)

2 − n2
2

n2
1 − (β/ko)

2 =

√
b

1 − b
G��-0H

���
κ1a

2
=
a

2

√
k2
1 − β2 =

koa

2

√
n2

1 − n2
�� = V

√
1 − b G��-�H

��	�	.��	' ��	 �����!	��	���� 	7������ G47������ ��2-H !�� 
	 �	�����	� �� �	��� �. ��	 �������9	� �����/
	�	�� ��

tan−1

(
δ12

√
b

1 − b

)
= V

√
1 − b− νπ

2
G��-�H

��	�	 ν �� �	.	��	� �� �� ��	 ����	�� �. ��	 ���	' ��� �� ������� �� ��	 ���	 ���
	� � .�� ������	� ����	
��)	����	�� ?���>	 ��	 ������	� ����	 ��)	����	' ���	)	�' ν ≥ 0 .�� 
��� �4 ��� �5 ���	� G���!	 ��	�	 ��
�� �45 ���	H�

���



<, ��
��������� ��	!�@! )���	� .�� �' ���!� ���� ��	 
	��		� 0 ��� �' �	 !�� 	����, ���)	 .�� ��	 !��/
�	�������� )���	� �. � .�� � ��)	� )���	 �. ν� ���� �	�	���	� ��	 �/� ����� ����� �� %����	 ���0� ?����
���� �����' �� �� 	��, �� �	�	����	 ��	 ���
	� �. �4 ���	� ��� ��	 ����������� !������� �. 	�!� ���	
��)	� ��	 �/���
	� �. ��	 ��)	����	� %�� 	
����	' �. � D �' ��	 ��)	����	 ���� ������� ���		 ��C	�	��
�4 ���	�; �42' �41' ��� �40' ��	�	 ��	 ��
�!���� �	.	�� �� ��	 ���	� �. ��	 ���	' ν� ��	 !���	��������
)���	� �. � !�� 
	 �	�� .��� ��	 �����; b ≈ 0.20' 0�2�' ��� 0�*0� 5��	 �!!����	 ��������� ��, 
	 �
����	�
.��� ��
����	� )���	� �. � )�� �� 3. ��	 ����!	� �. �	.��!���� �. ��	 !��	 ��� !������� ��	 >����' �	 !�� ��	
��	�	 )���	� �. b �� �����
����	 ��	 ����������� !������� �. 	�!� ���	' β� ���	 ���� ��	 !��)	� ����� ��
%����	 ���0 ���� �����
����	�, ����, .�� �5 ���	� �. n1 ≈ n2� ���� ��������� �!!��� 7���	 .�	7�	���, ��
��)	����	�' ��� �� !���	� ��	 ��	�>�, ������� !����������

������ ��
�	 4������5�� �������	��� ����	��	 	 ������ �������5�� ���0����� 
 ��� 	�� &= ����� �� �
�����	��� ������	��� ������  ��������� &�� ���	 ���	 ����� �� 	�� ν = 0 ����� 	�� ��!	 ����� 	� 	�� ����	
	�� ν = 1 ����� ��� �� ��� &�� ������ ���� ����� ��� &/ ����� �� n1 ≈ n2� &�� ������ ��� �������	�� ��
������� 	 ���� � 	� - 	� �������	� V = [tan−1(δ12

√
b/(1 − b)) + νπ/2]/

√
1 − b�

����!	 ���� ��!�	����� � ��� ��� 	C	!��� %����' ��	 �������9	� ����������� !�������' �' �. 	�!� ���	
������!�	� �� %��� 47������ ��2*' �	 �		 ���� ���� �	��� ���� ��	 	C	!��)	 ���	
 �. 	�!� ���	' n��'
������!�	� ��	 ���	
 �. ��	 !��	' n1� &�)	� ���� ,�� >��� �
��� �3�' ��, �� ���� ��	 !��	8 ��	 �	!���
	C	!� �. ��!�	����� � �� ���� ��	 ���
	� �. ���	� ��	 ��)	����	 !�� ������� ��!�	��	��

&�&�� ����A ���������� (�� ������ -����

%�� 	�!� ���	' ��	�	 �� � !	����� )���	 �. � 
	��� ���!� ��	 ���	 �� �� ����	� ����	� G��	� � D 0H� $������
�� ������	� ����	 ��)	����	�' ��	 �	��������, .�� ���� �� ���� ��	 ���	 �� �!�� �C� �� ���� �����!���� )���	 �.
�� ��	 !���C �/���
	� .�� 	�!� ���	' Vc' !�� 
	 .���� 
, ��
��������� b = 0 ���� 47������ ��-�' ���!�
,�	���

Vc,ν =
νπ

2
G��-�H

��"



���� !���C !�������� �����	� .�� �� ��� �( ������ %�� 	
����	' �. π/2 < V ≤ π' ��� �4 ��� ��� �5
���	� !�� ��������	 �� ��	 ��)	����	� 3. π < V ≤ 3π/2' ���		 �4 ��� ���		 �5 ���	� !�� ��������	' ���
�� ��� �	������� �� ��	 
���!��� ��)	 ���	�' ��	 !���C !�������� �!!��� ��	� ��	 ��)	 �� �� ��	 !����!��
����	� <	,��� ��	 !����!�� ����	' ��	 ��)	 �� ��� !����	�	�, �	A	!�	� 
, ��	 !��	B!������� 
������, ���
��	 ���	 !����� ��������	 ���� ��	 ��)	����	 ������� �����

����!	 ���� ��	 !���C .�� ��	 ν = 0 ���	 �� Vc,0 = 0� ��	�	.��	' ��	 ν = 0 ���	 ��� ������ �
�����	�

� � �����	

� ���� ������
��� ���� �	��� ���� )	�, ��� .�	7�	�!, G���� ��)	�	����H �������' ������!����
0 E9' !�� ��������	 �� � �����	

� ��	�	!���! ��)	����	� 3� ���!��!	' ���	)	�' �� �	� � �	�.	!��, �,��	���!
��)	����	 �� �������
�	 ��� ��	 !������� �	����� ���� ��)	 �������, ��C	�	�� ����!	� �. �	.��!����� %�� ����
�	����' ��	 !���C .�	7�	�!, �� �	)	� �� 0 E9' ��� �� .�!�' �� !�����	��
�, ����	� ��� �.�	� �� ��	 ���/��.���	�
�	�����

<	!���	 ��� ������ ��	�	!���! ��)	����	� ������� ��	 ν = 0 �4 ��� �5 ���	�' ��	, ��	 !���	� ��	
��������	�� �� ��� ��������	�� �( ���	�� +� ���� �� V ≤ π/2' ���, ��	 .�����	���� �4 ��� �5
���	� ��	 �����	� �� ��������	 �� ��	 ��)	����	� 3. ���� !�������� �� �	�' ��	 ��)	����	 �� �	.	��	� �� �� �
�
����#���� ������
��� $����	/���	 ��)	����	� ��	 	
��	�	�, ��������� �� ����!�� !������!������ 
	!���	
��	, ����� ������� �� 
	 ���������	� �)	� ���� ������!	� ���� ������� ����������' �� �	 ���� �		 ���	�� %�� �
�,��	���! ��	�	!���! ������ ��)	����	 ��	 ��
���
��� �
����#���� ��	�- �
�������' Vc' ��

Vc = π/2 ≈ 1.571 G��-�H

$�
��������� ���� )���	 ���� 47������ ��2# ��� �	���������' �	 @�� ��	 �
����#���� ��	�- ��������	� .�� �
�,��	���! ��	�	!���! ���
 ��)	����	

λc = 2a
√
n2

1 − n2
2 G��-"H

G�	�	�
	� ���� λc �� ��	 ��)	�	���� �� .�		 ���!	' ��� �����	 ��	 ��)	����	OH +� ��)	�	����� �����	� ����
λc' �������	 �4 ��� �5 ���	� ��	 �����	� �� ��������	 �� ��	 ��)	����	' ��	� ��	 ��)	����	 �� � ���	
����
��
���

��������������

�6'��7�  8 9

������	� � ��	�	!���! ������ ��)	����	 ���� � !��	 �����' �' �. � μ� ��� !��	 ��� !������� ����!	� �.
n1 = 1.5 ��� n2 = 1.4' �	��	!��)	�,� %��� ��	 �����	/���	 !���C ��)	�	����' ��� ��	 ���
	� �. ���	� ����
��)	����	 ���� ������� �� � .�		 ���!	 ��)	�	���� �. 0�2 μ��

.�������9

��	 !���C ��)	�	���� �. ���� ��)	����	 ��

λc = 2a
√
n2

1 − n2
2 = 2

(
1 × 10−6

)√
1.52 − 1.42 = 1.08 μm

���� �	��� ���� ���� �����!���� ��)	����	 ���� 
	 �����	/���	 .�� λo > 1.08 μ�� 3. ��	 ��)	����	 �� ��	�
�� � ��)	�	���� �. 0�2 μ�' ��	 ��)	����	 ���� 
	 ��������	 ���� � � �����	�	� �.

V =
πa

λo

√
n2

1 − n2
2 =

π
(
1 × 10−6

)
0.6 × 10−6

√
1.52 − 1.42 = 2.82

%��� %����	 ���0 �	 �		 ���� ��	 ��)	����	 ���� ������� � �4 ��� � �5 ���	� �� ���� ��)	�	�����

��������������

��2



&�&�& 1������	������� +���� $���%���

3� ��	 ��	)���� �	!����' �	 �	)	���	� ��	 �����!	��	���� 	7������ ���� �	�	����	� ��	 ����� �����������
!�������� �. ��	 ��	�	!���! ������ ��)	����	 ������� !�����	���� ��	 	�	!�������	��! @	��� ����!���	� ����
��	 ���	�� 3� ���� �	!����' �	 ���	!��, ���)	 .�� ��	 @	��� ����!���	� ���� ��	 )������ ���	� 
, @��� ���)���
��	 ��)	 	7������ �� ��	 !��	 ��� !������� �	�����' ��� ��	� ����,��� ��	 ����������	 
������, !���������
�� ��	 ���	�.�!	�� 1	 ���� @��� �	��)	 ��	 @	��� �. ��	 �4 ���	�' .�����	� 
, ��	 �5 ���	��

������ ��
�	 7����	�	��� �� 	�� ����	��� ��� �����	�� '���� ��� )�* 	�� &= ������ ��� )�* 	�� &/ �����
�� � ������	��� ������  ���������

%����	� ����G�H ��� G
H ����!��	 ��	 ���	!���� �. ��	 @	�� )	!���� .�� �4 ��� �5 ���	�' �	��	!��)	�,�
�	!��� ���� ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	�� )	!���� ��	 �	��	���!���� �� 	�!� ���	�' ��� 
��� ��	 �	��	���!����
�� ��	 ���	!���� �. ����������� G��	 ���	!���� �. ��	 ��)	 )	!���H� %�� �4 ���	�' ��	 	�	!���! @	�� �� ������	�
�� ��	 !��	B!������� ���	�.�!	' ��	� �� ��	 ,/���	!����� %��� ��	 @���	' �	 !�� �		 ���� ��	 ����	��!
@	�� )	!��� �. ��	 �4 ���	� ���� ��)	 � !�����	��� �� ��	 
/ ��� 9/���	!������ %�� ��	 �5 ���	�' ��	
����	��! @	�� )	!��� ���� 
	 �����	� ���� ��	 ,/�
��' ��� ��	 	�	!���! @	�� ���� ��)	 !�����	��� �� ��	 
/
��� 9/���	!������ ��	�	.��	' �	 ���� 	
�	!� ��������� �. ��	 .�������� .��� .�� ��	 �4 ��� �5 ���	�;

TEmodes :

{ �

E = Ey ŷ�

H = Hxx̂+Hz ẑ

TM modes :

{ �

E = Exx̂+ Ez ẑ�

H = Hyŷ

&�&�' �1 -����

<	!���	 ��	 ������ ��	�	!���! ��)	����	 �� ��)������ ��� �. ��@���	 	
�	�� �� ��	 ,/���	!����' �	 !�� �����	
���� ��	 @	��� �� ��� )��, �� ��	 ,/���	!����� 1	 ��	� �����	 �� 	�	!���! @	�� �������� �. ��	 .���

�

E = Ey(x)e−jβz ŷ G��-2H

3� ���	� �����' �	 ��	 �������� ����������� �� ��	 9/���	!���� ���� ��	 ���������� e−jβz� 1�	� ���� @	��
�������� �� ��
������	� ���� ��	 ��)	 	7������ G∇2

�

E + k2
�

E = 0H' �� !�� 
	 �	������	� ���� ��	 .��� G�		
+��	���
 (H;

∇2
t

�

E +
(
k2 − β2

) �
E = 0 G��--H

��-



��	�	 ��	 	
�����
�� '�����
�� ��	�����' ∇2
t

�

E' ��

∇2
t

�

E =
∂2

�

E

∂x2
+
∂2

�

E

∂y2
G��-#H

$��!	 �	 ��)	 �����	� �� @	�� )�������� �� ��	 ,/���	!����' �	 !�� !��!���	 ���� ∂2
�

E/∂y2 = 0� %���
47������ ��"� �	 >��� ���� k2

1 −β2 = κ2
1 �� ��	 !��	 �	����� ��	�	.��	' �� ��	 !��	 �	���� ��	 ��)	 	7������

�	��!	� ��
∂2

∂x2
Ey(x) + κ2

1Ey(x) = 0 (|x| ≤ a/2) G��-*H

��	 ��������� �� ���� 	7������ ��	 ���	� ��� !����	�' ���!� �	��� ���� ��	 @	�� ���� ��)	 ���������� 
	��)���
�� ��	 �����)	��	 ���	!���� �� ��	 !��	�

3� ��	 !������� �	���� ��	 ��)	 )	!��� !�����	��� ��	 �	���	� 
, k2
2−β2 = (−jγ2)2' �� ��)	� �� 47������

��"*� ��	 ��)	 	7������ �� ��	 !������� �� ��	�	.��	

∂2

∂x2
Ey(x) − γ2

2Ey(x) = 0 (|x| ≥ a/2) G��#0H

��	 �������� �� ���� 	7������ �� �� 	
���	����� ���� �	!�,� ���, .��� ��	 !��	 G�� 	
���	����� ���� ��!�	��	�
���, .��� ��	 !��	 �� ���� � �������� �� 47������ ��#0M ���	)	�' ���� �� � ���/��,��!�� �������� ���!	 ��	
@	��� ���� �	!�, �� 9	�� .�� .��� ��	 !��	H� (�	 �� ��	 �,��	��, �. ��	 ��)	����	 ����!���	' �	 >��� ����
��	 ���	� ���� 	���	� 
	 �	�.	!��, �,��	���! �� �	�.	!��, �����,��	���! �
��� ��	 9/�
��� ���� ������ �� ��
����	 ��	 @	�� ��������� �� ��	 ��� !�������' !��	' ��� ���	� !�������;

�

E = Eoe
−γ2(x−a/2)e−jβz ŷ (x ≥ a/2) G��#�H

�

E =
{

cos (κ1x)
sin (κ1x)

}
e−jβz ŷ (−a/2 ≤ x ≤ a/2) G��#�H

�

E =
{

+
−

}
Eoe

+γ2(x+a/2)e−jβz ŷ (x ≤ −a/2) G��#�H

G�	.	� �� +��	���
 ( .�� �� ���	����	 �	��)����� �. ��	 �	�	��� .��� �. ��	 @	����H 3� ��	 !��	' ��	 !����	
�������� !���	������ �� ��	 	)	� ��,��	���!� ���	� Gν D 0' �' �' ���H ����	 ��	 ���	 �������� !���	������
�� ��	 ��� ������,��	���!� ���	� Gν D �' �' "' ���H� ����!	 ���� �	 ��)	 ��
�������, �������9	� ��	 @	�� ��
��	 !��	 �	���� �� ��)	 � ��
���� ��������	 �. ����,� ��	 )���	� �. Eo ���� !���	����� �� ����	� ���	�
��	 �	�	����	� 
, ����,��� ��	 
������, !��������� �� ��	 !��	B!������� ���	�.�!	� 3� �����	� � �	 ���
���� ��	 ����	����� 	�	!���! ��� ����	��! @	��� ���� 
	 !��������� �!���� � ��	�	!���! ���	�.�!	� +���,���
��	 !��������, �. ��	 	�����	
�� ����	

� ����� �� x = a/2 G��	� �	����� 47������ ��#� 	7��� �� 47������ ��#�
�� x = a/2H ,�	���

Eo =
{

cos (κ1a/2)
sin (κ1a/2) G��#�H

���	 ���� �	 !�� ���� ����, ��	 
������, !��������� �� x = −a/2' 
�� ���� �	������� �� �� ,�	��� ��	 ���	
	7��������

�	.	����� �� ��	 @	�� ��������� G47������� ��#�/��#�H' �	 �
�	�)	 ���� ��	 ��������� �� ��	 !��	 ��	
�������� ��)	� ���� )��,��� �	����� �	�	����� ���� ��	 )���	 �. κ1� 3� ��	 !������� �	�����' ��	 ���������
��	 �	!�,���' �� ���������	' @	��� ���� � �	!�, ���	 �	�	����� ���� ��	 )���	 �. γ2� ��	 	)��	�!	�� ������
�	!�,� ������ 9	�� �� 	���	� ���	!���� ���, .��� ��	 !��	 �	����� ��	 ������)	 ��� �	����)	 ���� �� ��	 ���	�
!������� �������� !���	����� �� ��	 �,��	���! ��� �����,��	���! ���������' �	��	!��)	�,�

?���� %�����,6� :��' �� �� ��������.������ �� @�� ��	 ����	��! @	��� ����!���	� ���� ��	 �4 ���	� �.
��	 ������ ���
 ��)	����	;

�

H =
j

ωμo
∇×

�

E =
j

ωμo

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 Ey 0

∣∣∣∣∣∣ =
j

ωμo

(
−∂Ey
∂z

x̂+
∂Ey
∂x

ẑ

)
G��#"H

��#



4)�������� ���� 	7������ ��)	� ��	 ����	��! @	��� .�� ��	 ���	� !������� �	���� (x ≥ a/2);

�

H =
Eo
ωμo

(−βx̂− jγ2ẑ) e−γ2(x−a/2)e−jβz G��#2H

��	 !��	 �	���� (−a/2 ≤ x ≤ a/2);

�

H =
1
ωμo

(
−β
{

cos (κ1x)
sin (κ1x)

}
x̂− jκ1

{
sin (κ1x)

− cos (κ1x)

}
ẑ

)
e−jβz G��#-H

��� ��	 ���	� !������� �	���� (x ≤ a/2);

�

H =
{

+
−

}
Eo
ωμo

(−βx̂+ jγ2ẑ) e+γ2(x+a/2)e−jβz G��##H

��	�	 ��	 ���	� ��������� ����� �	.	� �� ��	 �,��	���! G	)	�H ���	�' ��� ��	 ���	� ��������� !���	����� ��
��	 �����,��	���! G���H ���	��

<, ���)��� ��	 ��)	������� !�������� G47������ ��-�H ��� ��
��������� ��	 ����������� !�������' β' 
�!>
���� ��	 @	�� 	7������� �	 �
���� ��	 	�	!���! @	�� ���@�	� �. ��	 ���	�� ��	 	�	!���! @	�� ���@�	� �. ��	
.��� ���	��/���	� �4 ���	� ��	 ����� �� %����	 ����� ����!	 ���� ��	 �40 ���	 ��� � �����	 ��
����
�� ��	 !	��	� �. ��	 !��	 ��� �� ����� G9	�� !��������H� ��	 �41 ���	 ��� ��� ��
��� ��� ��	 ����� 3�
�	�	���' ��	 ���	 ���
	� ����!��	� ��	 ���
	� �. ����� .�� � �����!���� ���	�

������ ��

	 &�� ����	��� '��� ���'�� �� 	�� ���� �� ��	+����� &= ����� �� � �����	��� ������	��� ������
 ���������

:	� �� ��� 	
����	 � ���	 ��	� �� ������!�	� !���C �� ��	 ��)	�	���� �� ��!�	��	� G�' ���!� ��
������������ �� .�	7�	�!,' �� �	!�	��	�H� %����	 ���� ����� ��	 	)������� �. ��	 �41 ���	 �� ��	 ��)	�	����
�� ��!�	��	� G� �� �	!�	��	�H� %��� ��	 �/� !��)	 G%����	 ���0H' �	 �		 ���� �� �����	� ��)	�	����� G����	
�/���
	��H' ��	 	C	!��)	 ���	
 �. ��	 ���	' ���' ������!�	� ��	 ���	
 �. ��	 !��	' n1� %��� ��	 @	��
���������' �	 �		 ���� �� ���� !��	 ��	 	�	!���! @	�� �� ������, !��@�	� ������ ��	 !��	� +� ��	 ��)	�	����
�� ��!�	��	� G� �� �	!�	��	�H' n�� ������!�	� ��	 ���	
 �. ��	 !�������' ��� �	 ��)	 ������ ��	 !����!��
����	 .�� �3�� ���� !���	� ��	 	C	!��)	 ���	
 �� ������!� n2� ��	 ���	������� !������� �. ��	 @	��� �� ��	
!������� �	!�	��	� ��� ��	 ���	 �� �	�� �������, !��@�	� �� ��	 !��	�

3� ������ 
	 ���	� ����' 	)	� ������ ��	�	 �� 	�	!�������	��! ���	� ����������� �� ��	 !�������' ��� �.
��	 ���	� �� ����� ����������� �� ��	 9/���	!����' ��	� ��	�	 �� �� ����� ��	�>���� ��� �. ��	 ��)	����	 �� ��	
���	 ��������	�� E��	)	�' ��!	 ��	 ��)	�	���� �� ��!�	��	� ��F!�	���, ��!� ���� !���C �!!���' ��	� ��	
��������� �� ��	 !������� 
	!��	 ����������� ��)	� �� 
��� ��	 
/ ��� 9/���	!����� Gβ ��� κ2 ��	 �	��H� 3�
���� !��	' �	 �� ����	� ��)	 � ��)	����	 ���� ���, ��������	� ���	� �� ��	 9/���	!�����

��*



������ ��
�	 
� � ���� ���������� ��	�K� ���� �� 	�� '��� �������	�� �� 	�� ���������  ���� ������ 	��
�K��	��� ����! �� 	�� ���� 	� ���������

+����	� ��, �� ��!���	 ��	 	)������� �. ��	 ���	 �� ��	 ��)	�	���� �� !����	� �� ���� ��	 β/ω �����
����� �� %����	 ����� 3� ���� �����' ��	 ����������� !������� �. 	�!� ���	' β' �� �����	� ������� ��	
�
������� �. ��	 ����� ����������� �� ��	 ��)	����	 G�	!��� ���� ω = 2πc/λoH� +� !���C' ��	 �����������
!������� �. 	�!� ���	 �� 	7��� �� ��	 ����������� !������� �� ��	 !�������' ωn2/c� +� ��	 .�	7�	�!, ��
��!�	��	�' ��	 ����������� !������� ������!�	� ��	 ����������� !������� �. ��	 !��	' ωn1/c� ��	 ����
��������� ����� �� ����!	 .��� ��	 β/ω ����� �� ���� ��	 !��)	� .�� 	�!� ���	 ��	 ��	 �	
�
��	 �
���O ����
�� ���	 .�� ��� �,�	� �. ��	�	!���! ��)	����	�' ��!������ ����!�� @
	��� 1���	 ��	 �	����� �. ���� �� ��!�	��
���' �� ���� 
	!��	 )	�, ��������� ��	� �	 ���!��� ������
�� �
���
�
��' ���!� !���	� ����	� �. ����� ��
������� �� ��	, ���)	� ���� ��	 ��)	����	�

��������������

�6'��7�  8!9
%�� ��	 ��)	����	 �	�!��
	� �� 4
����	 ���' @�� ��	 	�	!���! @	�� �. ��	 �41 ���	 �� � .�		 ���!	

��)	�	���� �. 0�2 μ��

.�������9
3� 4
����	 ���' �	 .���� ���� V = 2.82 .�� ���� ��)	����	 �� λo = 0.6 μ�� %��� %����	 ���0 G�� .���

� ��
�	 �. � )�� � )���	�H' �	 �		 ���� ���� !���	������ �� � �������9	� ����������� !������� �. b ≈ 0.38 .��
��	 �41 ���	� ��	 .�		 ���!	 ����������� !������� ��

ko =
2π

0.6 × 10−6
= 1.05 × 107 rad /m

$��)��� 47������ ��2* .�� β �	 @��

β = ko

√
n2

2 + b(n2
1 − n2

2) = 1.05 × 107
√

1.42 + 0.38 (1.52 − 1.42) = 1.51 × 107 rad /m

��	 �����)	��	 !�����	�� �. ��	 ��)	 )	!��� �� ��	 !��	 ��

κ1 =
√

(n1ko)
2 − β2 =

√
(1.5 × 1.05 × 107)2 − (1.51 × 107)2 = 4.44 × 106 rad /m

��0



������ ��
�	 β+ω ����� ��� 	�� 	���� �� ��	+����� &= ����� �� � �����	��� ������	��� ������  ���������

��	 �����)	��	 ���	������� !������� �� ��	 !������� ��

γ2 =
√
β2 − (n2ko)

2 =
√

(1.51 × 107)2 − (1.4 × 1.05 × 107)2 = 3.48 × 106 Np /m

��	 !������� Eo �� ��	� G���	 ���� ���� �� �� ��� ���	H

Eo = sin
(κ1a

2

)
= sin

{(
4.44 × 106

) (
1 × 10−6

)
2

}
= 0.796

3��	����� ��	�	 )���	� ���� ��	 @	�� ��������� .�� �� ��� ���	 �	 @��;
�

E = 0.796e−3.48×106(x−0.5×10−6)e−j1.51×107z ŷ (x ≥ 0.5μm)

�

E = sin
(
4.44 × 106x

)
e−j1.51×107z ŷ (−0.5μm ≤ x ≤ 0.5μm)

�

E = −0.796e+3.48×106(x+0.5×10−6)e−j1.51×107z ŷ (x ≤ −0.5μm)

��������������

&�&�, �- -����

��	 �	��)����� �. ��	 �5 ���	� ���!		�� �� �� ��������� ����	�' �� ���, ��	 �	����� ���� 
	 ��	�	��	�
�	�	� %�� ��	 �5 ���	�' �	 
	��� ���� ��	 ����	��! @	��� �� ��	 !��	 ��� !�������;

�

H = Hoe
−γ2(x−a/2)e−jβz ŷ (x ≥ a/2) G��#*H

�

H =
{

cos (κ1x)
sin (κ1x)

}
e−jβz ŷ (−a/2 ≤ x ≤ a/2) G��*0H

���



�

H =
{

+
−

}
Hoe

+γ2(x+a/2)e−jβz ŷ (x ≤ −a/2) G��*�H

?���� +��	�	6� :��' �	 @�� ��	 	�	!���! @	��� ����!���	� ���� ��	 �5 ���	� �. ��	 ������ ���
 ��)	����	;

�

E =
−j
ωε

∇×
�

H =
−j
ωε

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 Hy 0

∣∣∣∣∣∣ =
j

ωε

(
∂Hy

∂z
x̂− ∂Hy

∂x
ẑ

)
G��*�H

��	�	 ε = n2
1εo �� ��	 !��	 ��� ε = n2

2εo �� ��	 !�������� 4)�������� ���� 	7������ ��)	� ��	 	�	!���! @	���
.�� ��	 ���	� !������� �	���� (x ≥ a/2);

�

E =
Ho

ωn2
2εo

(βx̂+ jγ2ẑ) e−γ2(x−a/2)e−jβz G��*�H

��	 !��	 �	���� (−a/2 ≤ x ≤ a/2);

�

E =
1

ωn2
1εo

(
β

{
cos (κ1x)
sin (κ1x)

}
x̂+ jκ1

{
sin (κ1x)
− cos (κ1x)

}
ẑ

)
e−jβz G��*�H

��� ��	 ���	� !������� �	���� (x ≤ a/2);

�

E =
{

+
−

}
Ho

ωn2
2εo

(+βx̂− jγ2ẑ) e+γ2(x+a/2)e−jβz G��*"H

��	�	 ��	 ���	� ��������� ����� �	.	� �� ��	 �,��	���! ���	�' ��� ��	 ���	� ��������� !���	����� �� ��	
�����,��	���! ���	�� +���,��� ��	 !��������, �. ��	 	�����	
�� �����	
� ����� �� x = a/2 ,�	���

Ho =
{

cos (κ1a/2)
sin (κ1a/2) G��*2H

��� 9�����!���
 ,� �!�����

3� ��	 ��	)���� �	!�����' �	 �����	� ������ ��)	����	�' �� ���!� ��	 @	�� �� !��@�	� ���, �� ��	 
/���	!�����
3� ���� �	!����' �	 ���� ����, �	!�������� ��)	����	�� 3� ��	�	 �,�	� �. ��)	����	�' ��	 @	�� �� !��@�	� ��
��	 
/ ��� ,/���	!����� ���� !����!���� ����	�� ��	 �	��	��, �. � �	!�������� ��)	����	 �� ����� �� %����	
���"� ��	 ��)	����	 ��� � ����� � �� ��	 
/���	!���� ��� � �	���� � �� ��	 ,/���	!���� <, !��)	����� a ≥ b�
1	 ���� �����	 ���� ��	 ��)	����	 �� �. ��@���	 	
�	�� �� ��	 9/���	!����� ��	 ��)	����	 �� @��	� ���� �
�������	��! ���	���� ���� �	������)��, ε' ��� �	 �����	 ���� ��	 ����� ��	 �	�.	!��, !����!�����

&�'�� 
��
������� ��������� �( ��� ������ -����

1	 !�� �	��)	 ��	 ����������� !�������� �. ��	 ����	� ���	� ������� ���	���>��� � �	����	� 	�	!�������	��!
����,���� <	!���	 �	 ��)	 ���!	� 
�������	� �� ��	 
/ ��� ,/���	!�����' �	 !�� �� ����	� �����	 �����������
���, �� ��	 
/9 ����	� 3���	��' � ��)	 ��������	� ���� ��	 �	!�������� ��)	����	 
, �
���!���� �C ��� �. ��	
�����' ��� ��	�	.��	 ��	 ��)	 )	!��� �����	 ��	 ����	 ��, ��)	 !�����	��� �� ��	 
/' ,/' ���B�� 9/���	!������
��	�	.��	' �	 �	!�����	 ��	 ��)	 )	!��� �� ��	 ������� �	���� ���� 
/' ,/' ��� 9/!�����	���;

�

k1 = kxx̂+ ky ŷ + βẑ G��*-H

��	�	 ��	 ��������	� �. ��	 !�����	��� ��	 �	���	� 
,

k2
1 = ω2μoε = k2

x + k2
y + β2 G��*#H

���



������ ��

	 E����	�� �� � ���	�������  ��������� &��  ���� ��� ������� 	� �� ������	�� ������	����
��� �� ������	��� a ≥ b�

1	 !�� ����> �. ��	 �	!�������� ��)	����	 �� ��� ������	�/����	 ��)	����	�; ��	 �� ��	 
/���	!���� ���
��	 �� ��	 ,/���	!����� ��	�	.��	' ��	 ��)	������� !�������� .�� ��	 ������	�/����	 ��)	����	' 47������ ����'
����� �����	� �� ��	 
/ ��� ,/���	!������ 3� ���	� �����' ��	 )���	 �. kx ���� 
	 �	����!�	� ��!� ����

akx = mπ G��**H

��	�	 m = 0, 1, 2, ... �� ��	 ���	 ���
	� �� ��	 
/���	!����� +� �� ��	 !��	 �. ��	 ������	� ����	 ��)	����	'
��	 ���
	� m ����!��	� ��	 ���
	� �. ��
���B������ �� ��	 
/���	!����� 3� � ������� ����	�' )���	� �.
ky ���� 
	 �	����!�	� 
, ��	 ����� �� ����

bky = nπ G���00H

��	�	 n = 0, 1, 2, ... �� ��	 ���	 ���
	� �� ��	 ,/���	!���� ��� ����!��	� ��	 ���
	� �. ��
���B������ ��
���� ���	!���� G���	 ���� 
, !��)	����� n �� ��	� �� ��	 ���	 ���
	�' ��� ��	� ��	 !���	����� �� ��	 ���	

�. �	.��!����H� %��� 47������ ��*# �	 ��	� @�� ���� ��	 ����������� !������� .�� � �����!���� !��
�������
�. m ��� n ��

βmn =
√
ω2μoε− (mπ/a)2 − (nπ/b)2 G���0�H

��	 !���	�������� ���	� �. ��	 �	!�������� ��)	����	 ��	 �	.	��	� �� �� �4mn �� �5mn ���	�' ��	�	
Ez = 0 G��	 	�	!���! @	��� ��	 �� ��	 
,/����	H .�� �4 ���	� ��� Hz = 0 G��	 ����	��! @	��� ��	 �� ��	

,/����	H .�� �5 ���	�� $��!	 
, !��)	����� a ≥ b' ��	 @��� ��
�!���� �	.	�� �� ��	 ���	 ���
	� �����
��	 ��
��
 �
����
�� �� 	�� 
��	������
 ������
���

+� �� ��	 !��	 �. ��	 ������	� ����	 ��)	����	' ��	 
������, !��������� �	����!� !	����� ���	� .���
������������ ��	 .�������� ���	� �����	 ��
�	 
� � 
��	������
 ������
��;

�400, and �500,�5m0,�50n

&�)	� ��	 
������, !��������� �� � �	�.	!��, !����!���� ���	�.�!	' ��, ��	 ��	�	 ���	� �	����!�	� .���
�����������8

&�'�� ����A ����������

�	!��� ���� � ���	 	��	�� !���C ��	� ��	 ����������� !������� 
	!��	� ��������,� �� @�� ��	 !���C
.�	7�	�!, .�� � ��)	� ���	 �� � �	!�������� ��)	����	' �	 �	� βmn 	7��� �� 9	�� ��� ���)	 .�� ��	 .�	7�	�!,�
���� ,�	���

fc,mn =
1

2
√
μoε

√
(m/a)2 + (n/b)2 =

c

2
√
εr

√
(m/a)2 + (n/b)2 G���0�H

���



��	�	 εr �� ��	 �	����)	 �	������)��, �. ��	 @����� ���	����� =�' �� �	��� �. ��)	�	����

λc,mn =
2
√
εr√

(m/a)2 + (n/b)2
G���0�H

���	 ���� λc,mn �� ��	 ��)	�	���� �� �
�� �����' ��� ��	 ��)	�	���� �� ��	 ��)	����	�

��������������

�6'��7�  8�9

������	� � �	!�������� �	�����! ��)	����	 ���� ���	������ a = 10 !� ��� b = 5 !�' @��	� ���� �
��	�	!���! ���� � �	������)��, ε = 4εo� %��� ��	 !���C .�	7�	�!�	� �. ��	 � ���	��/���	� �4 ���	�� E��
���, �4 ��� �5 ���	� !�� ��������	 �� � &E98

.�������9

1	 >��� ���� ��	 �400 ���	 !����� 	
��� �� � �	!�������� ��)	����	� %��� 47������ ���0� �	 �		 ����
��	 .��� ���	� ���� ��	 ���	�� !���C .�	7�	�!�	� ��	 ��	 �410' �401' �420' ��� �411 ���	�;

fc,10 =
3 × 108

2
√

4

√
(1/0.1)2 = 0.75 GHz

fc,01 =
3 × 108

2
√

4

√
(1/0.05)2 = 1.50 GHz

fc,20 =
3 × 108

2
√

4

√
(2/0.1)2 = 1.50 GHz

fc,11 =
3 × 108

2
√

4

√
(1/0.1)2 + (1/0.05)2 = 1.68 GHz

1��� �� ��	 ���	��/���	� �5 ���	 ���� !�� ��������	 �� ���� �	!�������� ��)	����	8 $��!	 ��	 �500'
�5m0' ��� �50n ���	� !����� 	
���' ��	 ���	��/���	� �5 ���	 �� ��	 �511 ���	' ���!� ��� � !���C
.�	7�	�!, �. ��2# &E9� ��	�	.��	 �� � &E9 ���, ��	 �410 ���	 !�� ��������	 ��� ��	 ��)	����	 �� �����	/
���	' ���!	 f > fc ���, .�� ���� ���	� ����!	 ���� ���!	 a = 2b ��	 �401 ��� �420 ���	� ��)	 ��	
���	 !���C .�	7�	�!,� ��	 �����@!��!	 �. ���� ���� 
	!��	 �����	�� ���	� �� ���� !����	�� ��	 �����������
!�������� �. ��	 " ���	��/���	� ���	� �� ���� ��)	����	 ��	 ����� �� %����	 ���2�

��������������

&�'�� 1������	������� -����

3� �	�	���' �� � �	!�������� ��)	����	 � )���	�, �. �4 ��� �5 ���	� ��, 	
���' ��� ��	 @	�� 	
��	������ ��	
.����, !����	
� ��	�	.��	' �	 ���� ��� ��	�	�� ��	 .��� �	��)����� �. ��	 	�	!�������	��! @	��� �� � �	!��������
��)	����	� E��	)	�' ��	 �����)	��	 @	��� �. �	)	��� �. ��	 ���	��/���	� �4mn ��� �5mn ���	� ��	 �����	�
�� %����	 ���-� ��	 ���	��/���	� ���	' ��	 �410 ���	' �� � )	�, ��������� ���	 ���!� �	 ���� ����, ��
�	���� �	
��

���



������ ��
�	 %������	��� ����	��	� �� 	�� H �� ��	+����� ����� �� 	�� ���	������� ��	�����  �������� ��
=!����� I�@�

&�'�& ��� +����	����� -���

3� ���� �	!���� �	 .�!�� �� ��	 ���	��/���	� ���	 ���� !�� ��������	 �� � �	!�������� ��)	����	� ?���>	 ��	
������	� ����	 ��)	����	' ��	�	 �� �� �45 ���	 ���!	 ��	 !����!���� ����	� .��!	 ��	 
/ ��� ,/!�����	���
�. ��	 	�	!���! @	�� �� 
	 9	�� �� ��	 ����� �. ��	 ��)	����	� $��!	 ��	 �400' �500' �5m0' ��� �50n ���	�
�� ��� 	
��� ��� 
, �	@������ a ≥ b' ��	� .��� 47������ ���0� �	 �		 ���� ��	 ���	 ���� ��	 ���	�� !���C
.�	7�	�!, �� ��	 �410 ���	� %�� ���� ���	' ��	 	�	!�������	��! @	��� ��	 	
�!��, ��	 ���	 �� ��	 �4 @	���
�. ��	 ������	� ����	 ��)	����	 ���� m = 1;

�

E = Eo sin
(π
a
x
)
e−jβz ŷ G���0�H

�

H =
Eo
ωμo

{
−β sin

(π
a
x
)
x̂+ j

π

a
cos
(π
a
x
)
ẑ
}
e−jβz G���0"H

%��� 47������ ���0� ��	 ����������� !������� �. ��	 �410 ���	 ��

β10 =
√
ω2μoε− (π/a)2 G���02H

��� .��� 47������ ���0� ��	 !���C .�	7�	�!, ��

fc,10 =
1

2a
√
μoε

=
c

2a
√
εr

G���0-H

����!	 ���� � @���	 	�	!���! @	�� 	
���� �� ��	 !����!���� �� y = 0 ��� y = b� %��� 47������ ���2' �	
�		 ���� ���� ���� ��)	 ���	 �� ��	 ���.�!	 !����	 �	�����	�;

ρs = ±ŷ · ε
�

E = ±εEo sin
(π
a
x
)
e−jβz G���0#H

�� ��	 ���	� ��� ���	� ����� ��	�	 ��	 ������)	 ��� �	����)	 ����� �	.	� �� ��	 ����� �� y = 0 ��� y = b'
�	��	!��)	�, G�		 %����	 ���"H� 3� ��������' ��	 ��	�	�!	 �. � ���9	�� ����	����� ����	��! @	�� ���� ��)	 ���	

��"



������ ��
�	 &��������� '��� ���'��� �� 	�� 	 ���� �� ��	+����� &= ��� &/ ����� �� � ���	�������
 ��������� B���� ����� ������	� 	�� ����	��� '����  ���� ������ ����� ������	� 	�� �����	�� '���� )"���������
���� �� B� >��� B� 2� >�� ��� B� >� ������� %��	 �� ����� '��� ���	����	���� �� ���	������� ��� ��������
 ���������� ���� 
����� ��������� 
����� ��� 
���������� $$)$*� ��� 
A-+
AI� /���� -�MH*

�� � ���.�!	 !���	��� �� ��� �. ��	 �����' ���!� !�� 
	 .���� .��� 47������ ���-� =� ��	 �	.� ��� ����� �����'
��	 ���.�!	 !���	��� ��	

�

Js = ±x̂×
�

H = ±ŷHz = ±ŷ jEo
ωμo

π

a
cos
(π
a
x
)
e−jβz G���0*H

��	�	 ��	 ������)	 ��� �	����)	 ����� �	.	� �� ��	 ����� �� x = 0 ��� x = a' �	��	!��)	�,� =� ��	 ��� ���

����� �����' ��	 ���.�!	 !���	��� ��	

�

Js = ±ŷ ×
�

H = ± (x̂Hz − ẑHx)

= ±
[
j
π

a
cos
(π
a
x
)
x̂+ β sin

(π
a
x
)
ẑ
] Eo
ωμo

e−jβz G����0H

��	�	 ��	 ������)	 ��� �	����)	 ����� �	.	� �� ��	 ����� �� y = 0 ��� y = b' �	��	!��)	�,�
��	 ���	 �)	���	� ���	� �	� ���� ��	� A����� ���� ��	 ��)	����	 �� ��	 �410 ���	 �� !��!����	� .���

��	 ��,����� )	!��� �� ��	 9/���	!����; 〈�
S
〉
· ẑ = −1

2
Re {EyH∗

x} G�����H

$�
��������� ��	 @	�� ���������' ���� ,�	���

〈�
S
〉
· ẑ =

β|Eo|2
2ωμo

sin2
(π
a
x
)

G�����H

��2



��	 ����� �)	���	 ���������	� ���	� ���������	� 
, ��	 �410 ���	 �� ��	 9/���	!���� �� ��	�

P =
∫ b

0

∫ a

0

(〈�
S
〉
· ẑ
)
dxdy =

β|Eo|2
2ωμo

ab

2
G�����H

����!	 ���� ��	 ����	� ��	 �����!� ab ��' ��	 ���	 ���	� !�� 
	 ���������	� 
, ��	 ��)	����	�

&�'�' )�% ���� � B �� �� � �%
���� )�"������*

3� �	!�������� ��)	����	' �	 �,��!���, ���� �� ������9	 ��	 ���	� !���,��� !���!��, �� �	�� �� ��	 .�	7�	�!,
����	 �� ���!� ���, ��	 .�����	���� �410 ���	 !�� ��������	' ��	 ��	 ����	 �� ���!� ��	 ��)	����	 ��
������	/���	� G��	 �	���� .�� ���� ���� 
	!��	 �����	�� �� �����	� " ��	� �	 ���!��� ����	�����H�

%�� � �	!�������� ��)	����	 ���� ���	������ � ��� �' ��	 ���	 ���� ��	 ���	�� !���C .�	7�	�!, �� ��	
�410 ���	� ��	 ���	 ���� ��	 �	
� ����	� !���C .�	7�	�!, �� 	���	� ��	 �401 ���	 �� ��	 �420 ���	
����	 !���C .�	7�	�!�	� ��	 .���� .��� 47������ ���0� �� 
	;

fc,01 =
1

2b
√
μoε

G�����H

fc,20 =
1

a
√
μoε

G����"H

1��!� ���	 ��� ��	 �	
� ����	� !���C .�	7�	�!, �	�	��� ���� ��	 �	���������� 
	��		� � ��� �� 3. b = a/2'
��	� fc,01 ��� fc,20 ��	 	7���� 3. a/2 < b < a' ��	� fc,01 < fc,20 ��� ��	 ���	 ���� ��	 �	
� ����	� !���C
.�	7�	�!, �� ��	 �401 ���	� 3� ���� !��	' ��	 ����	 �. .�	7�	�!�	� �)	� ���!� �����	/���	 ��	������ �!!���
��

1
2a

√
μoε

< f <
1

2b
√
μoε

G����2H

���� ����	 �. .�	7�	�!�	� �� ��	 ����	�� ��	� a ��� b ��	 !���	� �� 
	 �� .�� ����� �� �����
�	� ��	�	.��	'
�	 !����	 b = a/2�

3. �	 !����	 b < a/2' ��	� fc,01 > fc,20 ��� ��	 ���	 ���� ��	 �	
� ����	� !���C .�	7�	�!, �� ��	 �420

���	� ��	�	.��	' ��	 ����	 �. .�	7�	�!�	� �)	� ���!� �����	/���	 ��	������ �!!��� ��

1
2a

√
μoε

< f <
1

a
√
μoε

G����-H

��� ��	�	.��	 �� ���� �� b < a/2 ��	 �����	/���	 .�	7�	�!, ����	 ��	� ��� �	�	�� �� �� %��� 47������
����� �	 >��� ���� ��	 ����	� ��	 �����!� ab ��' ��	 ���	 ���	� !�� 
	 ���������	� �� �	 !����	 ��	 ����	��
�����
�	 )���	 .�� b' ���!� �� b = a/2� ��	�	.��	' �� ������9	 ��	 �����	/���	 .�	7�	�!, ����	 ��� ��	 ���	�
�������� !���
����, �	 �.�	� @�� ���� a = 2b �� ���!��!�� �	!�������� ��)	����	��

��$ %���
���� ��������

?��� ��	 !����	���� �. ���� !����	�' ,�� ������ 
	 �
�	 ��;

• �������� ��	 
	��)��� �. ��)	� ����������� �� ��
����	� �	��� ��� �� ��)	����	��

• (	��)	 ��	 �	�	��� ��)	������� !�������� .�� � ���		/��,	�	� ����!���	' ��� ��� �� �	��!	� �� ��	
��)	������� !��������� .�� ������	� ����	 �	�����! ��)	����	� ��� ��	�	!���! ������ ��)	����	��

• %�� ������	� ����	 ��)	����	�;

A (	�	����	 ��	 ����������� !�������� ��� !���C !����������

A (	�!��
	 ��	 
	��)��� �. ��	 @	��� �. ��	 �4' �5' ��� �45 ���	��

��-



A $��� ��, ��	 m = 0 �4 ���	 !����� 	
����

A (	��)	 ��	 !���	��� ���� ��	 �	�	���	� �� ��	 !����!���� �	������

A ?��	������ ��� 
	 �
�	 �� !��!����	 ��	 ���)	�	���� �����	 ��	 ��)	����	'� ��	 .�	7�	�!, �.
��	������' ��	 ��)	�	���� �. ��	������' ��	 ��)	�	���� �� ��	 �����)	��	 ���	!���� �����	 ��	
��)	����	' ��	 ����	 )	��!��, �. ��	 ���	�' ��� ��	 ����	 ���	���!	� J�� ������ ���� >��� ���
��	�	 �����	�	�� �	�	�� �� ��	 ����	���	� �. ��	 ��	�	!���! 
	��		� ��	 ��� ����	��

A ���!����	 ��	 �	A	!���� !�	F!�	�� 
	��		� ��� ���������� ��)	����	��

• %�� �,��	���! ��	�	!���! ������ ��)	����	�;

A (	�	����	 ��	 ����������� !�������� ��� !���C !����������

A (	�!��
	 ��	 
	��)��� �. ��	 @	��� �. ��	 �4 ��� �5 ���	�' ��� ���	������ ��, �� �45 ���	
	
�����

A ?��	������ ��	 
	��)��� �. ��	 @	��� �� � ���	 ������!�	� �� ���)	� ���,� .��� !���C�

• %�� �	!�������� ��)	����	�;

A (	�	����	 ��	 ����������� !�������� ��� !���C !����������

A (	�!��
	 �� �	�	��� ��	 
	��)��� �. ��	 @	��� �. ��	 �4 ��� �5 ���	��

A ?��	������ �� �	���� ��	 ���	�� ���	� ���	 ��� ��	 !���	��� �	�	���	� �� ��	 ����� �. ��	 ��)	�/
���	�

A ?��	������ ��� 
	 �
�	 �� !��!����	 ��	 ���)	�	���� �����	 ��	 ��)	����	�' ��	 .�	7�	�!, �.
��	������' ��	 ��)	�	���� �. ��	������' ��	 ��)	�	���� �� ��	 �����)	��	 ���	!���� �����	 ��	
��)	����	' ��� ��	 ����	 )	��!��, �. ��	 ���	��

A 4
����� ��, a = 2b �� ���, �	!�������� ��)	����	��

��#



������� �

����� �������� ���  ���������

��*



?� �� ���� �����' �	 ��)	 ���, !�����	�	� ��	 ����������� �. ����!�������! ������� G	�	!�������	��!
@	��� �� � �����	 ��)	�	����H ���� 	
��� �)	� ��� ���	� 3� ��.�������� �,��	��' �	 ���� �� �	�� �������	�
������� �� 	�	!�������	��! ����	� ������� � �,��	�� %��� %����	� ����,���' �� !�� 
	 ����� ���� ��, ���	/
�����	� ������ �� �������	� ������ �!�����, !������� �. � ��	!���� �. .�	7�	�!�	�� 5��� �.�	�' ��	 ��C	�	��
��)	�	���� G.�	7�	�!,H !�����	��� �. �� 	�	!�������	��! ����	 	�!� ��������	 �� � ��C	�	�� )	��!��, ���
��	�	.��	 
	!��	 ���	�� ��� �� ���	 �� ��	, ��������	 ������� � ���	���� �� ��)	����	� ���� �� >���� ��
����	������

��� 4����
���� �" &����
���!����� ��!����

�� ���	������ ��� ����	����� !���	� 	�	!�������	��! ����	� �� 
����	�' !�����	� ��	 �����	 ���	���	������
����� �� %����	 "��� +� t = t1' � ����	 !��������� �. �������	 ��)	�	����� �� ����!�	� ���� � ���	����
�� ��)	����	 	
��
����� ����	������ +����	 .�� ��� ���� ��� �	��� ��	 �����	��� +� ���� �����' ��� �. ��	
��)	�	���� !�����	��� �)	���� �� ���	� E��	)	�' �� ��	, ��������	 ��	 ��C	�	�� ��)	�	���� !�����	���
���)	� �� ��C	�	�� ����� )	��!���	�� +� t = t2' ��	 )������ ��)	�	����� �� ����	� �)	����' ��� ��	 !��
��	�
����	 ����	 ��� 
����	�	� �� ���	� 3� �� ��������� �� �	���9	 ���� ���� 	C	!� �� ��	 ��� 	� �		����	
��'
���!	 �	 ��)	 �����	� ���� ��� �	��� ��	 �����	��� 3���	��' �� �� ���, ��	 �� ��	 ����	����� ���� �. ��	
	�	!�������	��! 	�	��, �� ��	 ����	 ��������	�� ��	 ����� 	�	��, �� ��	 ����	 �	����� ��	 ���	�

������ 
��	 %���� ���������� ��� 	� ����������� )�* &�� ���	��� ����� ������	� �� ��K����	  �������	���
=���  �������	� �������	�� �	 � ��K����	 ������	� ��� 	� ����������� )�* &�� ������	� ��K������ ������
	�� ��K����	  �������	�� 	� ������ ��	 ��� 	�� ����� 	� ��������

3� ���	� �� ���	������ ����������� �� � ����	���)	 �,��	�' �	 @��� �		� �� ���	������ ��	 ��C	�	�!	

	��		� �����	 )	��!��,� ��� ������ )	��!��,��

'���� 
���� �������% "�� ����
 �������%

?� �� ���� �����' �	 ��)	 
		� ����,��� ���, ��	 ����������� �. ����!�������! 	�	!�������	��! ��)	�'
���!� �	 ��)	 �����	� 	
��� .�� ��� ���	 ��� ��� ���!	� 1	 ��)	 ��� !�����	�	� ���	/�����	� �������� 1���
�	 ��)	 
		� !������ �)	��!��,� �. ��	 ��)	 �� �!�����, ��	 �����	 )	��!��,� �. ��	 ��)	� %�� 	
����	' � ��
��	 ����	 )	��!��, �. � ����!�������! ����	 ��)	 �� .�		 ���!	�

������	� � ����������� ���������� ��)	' �� ���������	� �� %����	 "��� ��	 ����� �����
	�' vp' �� ��	 )	��!��,
�� ���!� � �����!���� ����� �� ���� ��)	 ���)	�� ������� ���!	� �� �	�	����	 �� 	
��	����� .�� ��	 ����	
)	��!��, �. ��	 ��)	' �	 ��>	 � @
	� �	.	�	�!	 ����� �� ��	 ��)	' ��� ����,9	 ��� �� ��)	� �� ���	 �����	��	��
1	 ���� �����	 ��	 ��)	 �� ����������� �� ��	 S9/���	!���� ���� � ����������� !�������' β' ��� � .�	7�	�!,'
ω� �� @
 � ����� �� ��	 ��)	' �	 �	� sin(ωt− βz) 	7��� �� � !�������� ��	�' �� �	�	����	 ��� ���� @
	�

�"0



������ 
�
	 �����	��	��� �� 	�� ����� ������	� )vp* �� �  ���� &�� ����� ������	� �� 	�� ������	� �	  ����
� ���	������ ����	 �� 	��  ��� 	�������

����� ��)	� �� ���	' �	 ���)	 .�� � ���!� ,�	���;

ωt− βz = A → z =
ω

β
t− A

β
G"��H

��	�	 + �� �� ��
�����, !�������� ��	 ����	 )	��!��, �. ��	 ��)	 �� ��	� �	�	����	� 
, ��	 ���	 �� ���!�
���� ����� ��)	� �� ��	 9/���	!����;

vp =
dz

dt
=
ω

β
G"��H

47������ "�� !�� ���� 
	 �	�����	� �� �	��� �. ��	 �
�� ����� ��������	� �. ��	 ������' λo' ���!	 �� .�		 ���!	
ω = 2πc/λo;

vp =
2πc
λoβ

G"��H

1���	 �	 ��)	 �	��)	� ��	 	
��	����� .�� vp 
, !�����	���� ���, � ����������� ��)	' ��	 �	���� ����
�����	� �� � ��)	����	 ���	� 3� ���� !��	' �	 !�� �	����	 ��	 ����	 )	��!��, �� �	��� �. ��	 	C	!��)	 ���	
'
n��' �. ��	 ����	� ���	 G�	!��� ���� ko = ω/cH;

vp =
ω

β
=
koc

β
=

c

n��
G"��H

���� �	���������� ����� ���� ��	 ����	 )	��!��, �. � ����	� ���	 �� ��)	��	�, ������������ �� ��	 	C	!��)	
���	
 �. ���� ���	� ��	�	.��	' �� � ��)	����	 ���	 ������!�	� !���C' ��� ����	 )	��!��, ��!�	��	��

%�� � ���/����!�������! ������ G��!� �� �� 	�	!�������	��! ����	H' �	 !�� �	@�	 �����	� )	��!��,' ��	
�
��� �����
	�' vg� 1�	� � ����	 �. ����� �� ����!�	� ���� � ���	���� �� � ��)	����	' ��	 ����� )	��!��, �� ��	
)	��!��, �� ���!� ��	 ����� �������� ���)	��� ���� �� ���������	� �� %����	 "��� 3� ��	 @���	' ��	 	�)	���	 �.
��	 ����	 �� ����!��	� 
, ��	 ����	� ���	�� ��	 ����� )	��!��, �� ���� ��	 )	��!��, �� ���!� ��	 ����	 	�	��,
���)	���

�� �	�	����	 �� 	
��	����� .�� ��	 ����� )	��!��,' �	 ���� !�����	� � �����	 ������ !��������� �. ��� 	7���
��������	 ��)	� �� �������, ��C	�	�� .�	7�	�!�	�; ωo + Δω ��� ωo − Δω' ��!� ���� ��	 .�	7�	�!, ��C	�	�!	

	��		� ��	 ��)	� �� 2Δω� ��	 ����������� !�������� �. ��	�	 ��� ��)	� ��	 βo + Δβ ��� βo − Δβ� 3�
���	/������ .���' ��	 ��� ��)	� !�� 
	 �����	� ��

E1 = Eo cos[(ωo + Δω) t− (βo + Δβ) z] and E2 = Eo cos[(ωo − Δω) t− (βo − Δβ) z] G"�"H

�� ��>	 �� 	���	� �� ��� ��	�	 ��)	�' �	 ����	 ��	� �� ��	 .�������� .���;

E1 = Re
{
Eoe

j[(ωo+Δω)t−(βo+Δβ)z]
}

and E1 = Re
{
Eoe

j[(ωo−Δω)t−(βo−Δβ)z]
}

G"�2H

�"�



������ 
��	 �����	��	��� �� 	�� ����� ������	� )vg* �� � ������ &�� ����� ������	� �� 	�� ������	� �	  ����
	�� ����� �������� )������	�� �� ������ �����* 	������� �	 �� ���� 	�� ������	� �	  ���� 	�� ����� ������
	�������

+����� ��	�	 ��� ��)	� �	 �
����

E��� = E1 + E2 = Re
{
Eo

[
ej(Δωt−Δβz) + e−j(Δωt−Δβz)

]
ej(ωot−βoz)

}

= Re
{
2Eo cos(Δωt− Δβz)ej(ωot−βoz)

}
= 2Eo cos(Δωt− Δβz) cos(ωot− βoz) G"�-H

��	 ��� ��)	� .��� � �
	�� ����	��� �� ���������	� �� %����	 "��� ��	 	�)	���	 �. ���� 
	�� ����	��' ����!��	�

, ��	 ����	� ���	� �� ��	 @���	' �� 2Eo cos(Δβz−Δωt)� ��	 ����� )	��!��, �. ��	 
	�� ����	�� �� ��	 )	��!��,
�� ���!� ���� 	�)	���	 ���)	���

������ 
��	 �����	��	��� �� 	�� 9���	 ��		���: ������ �� 	 �  ����  �	� �����	�� ��K����	 ���0�������� &��
����� ������	� )vg* �� 	�� ������	� �	  ���� 	�� 9���	: �������� 	�������

�� �	�	����	 ��	 ����� )	��!��,' �	 ��� ��>	 � @
	� �	.	�	�!	 ����� �� ��	 	�)	���	 ��� �	�	����	 ��	
���	 �� ���!� �� ���)	��� ��	�	.��	' �	 �	� ��	 ��������� Eo cos(Δωt − Δβz)' 	7��� �� � !������� ��� ���)	
.�� �� ���� ,�	���;

Δωt− Δβz = A → z =
Δω
Δβ

t− A

Δβ
G"�#H

�"�



��	�	 + �� �� ��
�����, !�������� ��	 ����� )	��!��, �. ��	 ��)	 �� ��	� �	�	����	� 
, ��	 ���	 �� ���!�
���� ����� ��)	� �� ��	 9/���	!����;

dz

dt
=

Δω
Δβ

G"�*H

+ �	������! 	�	!�������	��! ������ ��	� ��� !������ ���, �. ��� .�	7�	�!�	�' 
�� �. � !�������� �. .�	7�	�!�	�
������ � !	����� .�	7�	�!,' ωo� �� @�� ��	 ����� )	��!��, �� ωo' �	 @�� ��	 ����� �. 47������ "�* �� Δω
��� Δβ ������!� 9	��;

vg = lim
Δω→ 0

Δω
Δβ

=
dω

dβ
G"��0H

��	 ����� )	��!��, !�� ���� 
	 	
��	��	� �� �	��� �. ��	 �
�� ����� ��������	� �. ��	 ������' λo' ���!	 �� .�		
���!	 ω = 2πc/λo� ?���� ��	 !���� ���	 �	 @��

vg =
dω

dλo

dλo
dβ

=
d

dλo

(
2πc
λo

)
dλo
dβ

=
−2πc
λ2
o

dλo
dβ

G"���H

+� ��������� ����� �� ���	 �
��� ��	 ����� )	��!��, �� ���� �. β �� � �
���
 ����	
�� �. ω' ��	� ��	
����	 )	��!��, ��� ��	 ����� )	��!��, ��	 	7���� %�� 	
����	' �� .�		 ���!	 ��	 ����������� !������� �. ��
	�	!�������	��! ��)	 �� k = ω

√
μoεo = ω/c' ���!� �� � ���	�� .��!���� �. .�	7�	�!,� %��� 47������ "��' ��	

����	 )	��!��, �� .�		 ���!	 ��

vp =
ω

k
=
kc

k
= c G"���H

�� 	
�	!�	�� ��	 ����� )	��!��, �. ��	 ��)	 �� .�		 ���!	 ��

vg =
dω

dk
=

d

dk
(kc) = c G"���H

����!	 ���� vp = vg ���!	 ��	 ����������� !������� �� � ���	�� .��!���� �. .�	7�	�!,O 3� �� ���, ��	� β �� �
����
���
 ����	
�� �. ω ���� ��	 ����	 )	��!��, ��� ��	 ����� )	��!��, ��	 ��C	�	��O

=�!	 ��	 ����� )	��!��, �. � ����	 �� >����' �	 !�� !��!����	 ��	 �
��� �����' τg' ���!� �� ��	 ���	
�	7���	� .�� � �����!���� .�	7�	�!, !�����	�� �. ��	 ����	 �� ��������	 � ������!	 '$

τg =
L

vg
= L

dβ

dω
=

−λ2
oL

2πc
dβ

dλo
G"���H

%��� 47������ "��� �� �� �����	�� ���� ��	 ����� �	��, �� � .��!���� �. .�	7�	�!, G�� ��)	�	����H ���)��	�
���� β �� � ������	�� .��!���� �. ω� ���� �	��� ���� 	�!� .�	7�	�!,B��)	�	���� !�����	�� �. � ����	 ����
����)	 �� � ��C	�	�� ���	' !������ ���� �� >���� �� �
���
�
��� 3� �� ��������� �� ����!	 ���� ����	����� ��
��	 !���	� 
, ��C	�	�� ��)	����	 ���	� ����������� �� ��C	�	�� )	��!���	�O G���� �� � �	�����	 	C	!�' !���	�
���������	 ����������'� ���!� �	 ���� ��� ���!��� �	�	H� (���	����� �!!��� 	)	� ��	� ��� �. ��	 	�	��, �� �
��)	����	 �� !��@�	� �� ��	 ��)	����	 ���	�

��	 �,�	 �. ����	����� � ����	 	
�	��	�!	� �� !�����@	� �!!������ �� ��	 �	����)	 ��������	� �. ��	 ����	
��� ����� )	��!���	�' ���!� ��	 �	�	����	� 
, ��	 !��)����	 �. ��	 ω )�� β ������ +� ����	� ��	)�����,'
�. ��	 ����������� !������� �� � ���	�� .��!���� �. .�	7�	�!, �� ����� �� %����	 "�"G�H' ��	� vp = vg ��� �
����	 ���� ��� 	
�	��	�!	 ����	������ ���� ��������� �� !���	� �
���
�
��#����� 3. ��	 ω )�� β ����� 	
��
��� �
���������� !��)����	 �� ����� �� %����	 "�"G
H' ��	� vp > vg ��� ��	 ����	 	
�	��	�!	� ��
��� �
���
�
���
3� �� �	.	��	� �� �� ������ 
	!���	 �� � ���	���� ��!� �� ����� ��	 ���	
 �. �	.��!���� ��!�	��	� ������� ����	�
.�	7�	�!�	�' ���!� �	!�	��	� ��	 ���	�� ��!�	��	 �. ω )�� β !��)	' ���!� ��	� �	��� �� vp < vg� %�����,' �. ��	
ω )�� β ����� ��� �� ��������� !��)����	 �� ����� �� %����	 "�"G!H' ��	� vp > vg ��� ��	 ����	 	
�	��	�!	�
��������� �
���
�
���

�"�



(a)

Fr
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Propagation Constant, 

(b) (c)

Fr
eq

ue
nc

y,
 

Propagation Constant, 

Fr
eq

ue
nc

y,
 

Propagation Constant, 

������ 
�
	 &�� ���������� 	��� ��� �� ��	������� �� 	�� ����� �� 	�� ω ��� β ������ )�* 6���������+����
)vp = vg*� )�* 4����� ���������� )vp < vg*� )�* 
�������� ���������� )vp > vg*�

'���� ��� @������ �( !��
������

1��� ��	 ��	 !���	� �. ����	�����8 =� �� ���	� �����' ���� !���	� β �� 
	 � ������	�� .��!���� �. ω8 3�
�	�	���' ����	����� �� ��	 �	���� �. ��� 	C	!��;

�� ����
��� ��
��

���9 (���	����� !���	� 
, ��	 ���	���� ������� ���!� ��	 ����	 �� ������������ ��	
���	
 �. �	.��!���� G�� �	������)��,H �. ���� ���	����� )���	� ���� .�	7�	�!,' !������ ��	 �����������
!������� �� 
	 � ������	�� .��!���� �. ω�

�� ��������� ��
��

���9 (���	����� !���	� 
, !��@���� ��	 	�	!�������	��! 	�	��, ������ � ��)	�/
���	� +� �	 ��� �� �����	� �' ��	 �	��	��, �. � ��)	����	 ���	�. !���	� β �� 
	 � ������	�� .��!����
�. ω' 	)	� �. �	 �����	 ���� ��	 ���	���� �����	�	�� ��	 !��������

3� � ��)	����	' 
��� �,�	� �. ����	����� �	�	����, 	
���� E��	)	�' �� ���, ���������� ���	���� ����	����� ��
��!� �����	� ���� ��)	����	 ����	����� ��� !�� 
	 �	��	!�	�� =�	 	
����	 �. ��	� ���� �� ��	 ��	 !��	 ��
�� ����!�� @
	��� %�� @
	��' ���	���� ��� ��)	����	 ����	����� ��	 ������� �� ��������	 ��� 
��� ���� 
	
!�����	�	�� 3� ��	 .�������� �	!�����' �	 ���� ��)	������	 ��	 ���	���� ����	����� ����	���	� �. � ������' ���
��	 ��)	����	 ����	����� ��	�	�� �� � ������	� ����	 ��)	����	�

��� (���
��� 4����
����: ������

3� �����	� �' �	 ���!���	� � ������' ���!� �� � !���	!���� �. ��!�������� ������)	�, ��� �	����)	�, !����	� ���/
��!�	� �� ���!� ��	 ���	/�)	���	� !����	 �	����, �� 9	��� <	��� ��	 ������ .�	7�	�!,' 	�	!�������	��! ��)	�
��������	 ������� ����M ���	)	�' ��	 ������ ���� 	
��
��� ���	���� ����	������ ���� !�� 
	 �	��������	� ��
.������� 3� �����	� �' �	 .���� ���� ��	 �	������)��, �. � ������ �� ��)	� 
,

εp = εo

(
1 −

ω2
p

ω2

)
G"��"H

�"�



��	�	 ωp �� ��	 ������ .�	7�	�!,� ���	 ���� ��	 �	������)��, �� �����, �	�	��	�� ���� .�	7�	�!,� ��	
����������� !������� �. �� 	�	!�������	��! ��)	 �� � ������ ��

kp = ω

√
μoεo

(
1 −

ω2
p

ω2

)
= ko

√
1 −

ω2
p

ω2
=

1
c

√
ω2 − ω2

p G"��2H

3. ω > ωp' ��	� εp > 0 ��� kp �� �	��' !���	�������� �� � ����������� ��)	� $��)��� 47������ "��2 .�� ω �	
@��

ω =
√
c2k2

p + ω2
p G"��-H

��	 .��!������ �	�	��	�!	 �. ω �� kp �� ����� �� %����	 "�2� ��	 ����	� ���	 !���	������ �� ��	 �����������
!������� �� .�		 ���!	' ko = ω

√
μoεo. ����!	 ���� ��	 ����������� !������� �� � ������	�� .��!���� �.

.�	7�	�!,' ���!� �	��� ���� ����	����� ���� �!!�� ��	� � ������ ��������	� ������� � �������

������ 
��	 ω+� ����	������� ��� �  ��� �� � �������

�� @�� ��	 ����� )	��!��,' �	 !���� ���)	 .�� ω' ��	� @�� dω/dkp� E��	)	�' �� �� �.�	� 	���	� �� !��!����	
��	 ��)	��	 �� .������;

vg =
dω

dkp
=
(
dkp
dω

)−1

G"��#H

���� �� ����	����!���, !���	!� ���)��	� ���� ��	 !��)	 �. kp )	���� ω �� !��������� ��� �����	/)���	�' ���!�
����� .�� ��	 !��	� �. ���	�	�� �� ��� ?���� ���� �	����' ��	 ����� )	��!��, �. � ����	 ����������� �������
� ������ ��

vg =
dω

dkp
=
(
dkp
dω

)−1

=

⎛
⎝ ω

c
√
ω2 − ω2

p

⎞
⎠

−1

= c

√
1 −

ω2
p

ω2
G"��*H

G�	.	� �� +��	���
 4 .�� ��	 ���	����	 �	���� �. �	��)������H ��	 ����� )	��!��, �� � .��!���� �. .�	7�	�!,
�� ����� �� %����	 "�-G�H� ����!	 ���� vg �� � ������	�� .��!���� ���� �� �����, �	�	��	�� ���� .�	7�	�!,'
��� �	!�	��	� ������� 9	�� �	�� ��	 ������ .�	7�	�!,' ωp�

��	 ����� �	��, �)	� � ������!	 ' ������� ��	 ������ G��	�	 ω > ωpH ��

τg =
L

vg
=

L

c
√

1 − ω2
p/ω

2
G"��0H

�""



��	 ����� �	��, �	� ���� �	���� Gτg/LH �� ����� �� %����	 "�-G
H� +� ��	 .�	7�	�!, ������!�	� ��	 ������
.�	7�	�!,' ��	 ����������� ���	 ��!�	��	� �������!���,� ����!	 ���� ���� ��	 ����������� ���	 ������!�	�
���� �. � ��)	 �� .�		 ���!	 �� ω → ∞� ��	 ���	���� ����	����� �� !�	���, 	)��	�� �� ��	 @���	�

������ 
��	 )�* E���� ������	� ������ ���0����� ��� � ������� )�* E���� ����� ��� ���	 ����	� �� �
������� &�� �������	��� 	��� ��������� �����	������ �� 	�� ���0����� ���������� 	�� ������ ���0������

��������������

�6'��7� !8�9
+� ����	� ��	)�����,' ��	 ���	
 �. �	.��!���� �. ���� ���	����� )���	� ���� ��)	�	���� � $�����	 ,�� ��)	

� @!������� ����� ����	 ���	
 �. �	.��!���� !�� 
	 	
��	��	� 
, ��	 .�������� .��!���� �)	� ��	 ��)	�	����
����	 �. ���	�	��;

n(λo) = A+
B

λo
+
C

λ2
o

��	�	 λo �� ��	 .�		 ���!	 ��)	�	����' ��� A' B' ��� C ��	 !��������� %��� 	
��	������ .�� ��	 ����	 ���
����� )	��!���	� �� �	��� �. ��	 ��)	�	���� ��� ��	 !�������� A' B' ��� C�

.�������9
1	 ���� @��� �
���� �� 	
��	����� .�� ��	 ����������� !������� �. � ��)	 �� ���� ����� �� � .��!���� �.

��)	�	����;

β(λo) = n(λo)ko = n(λo)
2π
λo

= 2π(Aλ−1
o +Bλ−2

o + Cλ−3
o )

%��� 47������ "��' ��	 ����	 )	��!��, ��

vp =
2πc
λoβ

=
2πc

λo2π(Aλ−1
o +Bλ−2

o + Cλ−3
o )

=
c

A+Bλ−1
o + Cλ−2

o

%��� 47������ "���' ��	 ����� )	��!��, ��

vg =
−2πc
λ2
o

dλo
dβ

=
−2πc
λ2
o

(
dβ

dλo

)−1

=
−2πc
λ2
o

{
2π(−Aλ−2

o − 2Bλ−3
o − 3Cλ−4

o )
}−1

=
c

A+ 2Bλ−1
o + 3Cλ−2

o

�"2



��	 ���	 �	���� .�� vg ����� ��)	 
		� �
����	� �. �	 ����� ��)	 .���� �� 	
��	����� .�� λo �� �	��� �. β
��� ��	� ���	!��, ���)	� .�� ��	 �	��)���)	 dλo/dβ� ���� �� � �������� ���>' ���	)	� G��, �� .�� ,����	�.OH�
����!	 ���� �. ��	 ���	
 �. �	.��!���� �� � !������� GB ��� C ��	 9	��H ��	� ��	 ����	 ��� ����� )	��!���	�
��	 	7����

��������������

��� ,� �!���� 4����
����: ��
����� ����� ,� �!����

3� ���	� �� ���	������ ��)	����	 ����	�����' �	 ���� .�!�� �� ��	 ����	����� ����	���	� �. ��	 �����	��
��)	����	 �	 ��)	 �����	� �� .��; ��	 ������	� ����	 ��)	����	� 1	 ���� ���)	 .�� ��	 ��)	����	 ����	�����
�� ��	 �
�	�!	 �. ���	���� ����	�����' ��	� �������� ���� ��	 ���	���� ����	���	� ��	 ��� .��!����� �. .�	7�	�!,�
?���� ��	 	
��	����� .�� ��	 ����������� !������� �	 ��)	 ��	)�����, �	��)	� G�		 �����	� �H' �	 ���)	 .��
ω �� �
���� �� 	
��	����� .�� ��	 .�	7�	�!, �� �	��� �. β .�� ��	 m�� ���	;

ω =
c

√
εr

√
β2
m + (mπ/a)2 G"���H

+������� ���� εr �� ��� � .��!���� �. .�	7�	�!, G��	� ��	�	 �� �� ���	���� ����	�����H' ��	 ����� )	��!��, �.
��	 m�� ���	 �� ��	�

vg,m =
dω

dβm
=
cβm
εrko

=
c√
εr

√
1 − f2

c,m/f
2 G"���H

��	 �	����� �. ���� �	��)����� ��	 ��)	� �� +��	���
 4� ��	 ����� )	��!���	� �. ��	 @)	 ���	��/���	� �5
���	� �. � ������	� ����	 ��)	����	 ��	 ����� �� %����	 "�#G�H� ����!	 ���� ��	 ����� )	��!��, �. ��	 �45
Gm = 0H ���	 �� ����,� vg,0 = c/

√
εr �	�����	�� �. .�	7�	�!,O 3� .�!�' ���� �� 	7��� �� ��	 ����� )	��!��, �.

� ����	 ��)	 ����������� �� � ��	�	!���! ���� � �	����)	 �	������)��, εr� ���� ��>	� �������)	 �	��	' �� �	
��	)�����, .���� ���� ��	 �45 ���	 �	�	�
�	� � ����	 ��)	 ���� �� ����!��	� �� ��	 �	�.	!��, !����!����
��� ��� 
����� ����	�� ���� �� ��	 �	���� ��, ��	 �45 ���	 �� 	
��	�	�, ���������O

%��� 47������ "��� �	 @�� ��	 ����� �	��,' τg' .�� 	�!� ���	;

τg =
L

vg
=

L
√
εr

c
√

1 − f2
c,m/f

2
G"���H

��	 ����� �	��, �	� ���� �	���� Gτg/LH �� � ������	� ����	 ��)	����	 �� ����� �� %����	 "�#G
H� ����!	
���� ��	 �45 ���	 ��� � !������� ����� �	��, �	�����	�� �. .�	7�	�!,� %�� ��	 �	�����	� �. ��	 ���	�'
���	)	�' ��	 ����������� ���	 �� �����, �	�	��	�� ���� .�	7�	�!,' ���!� �	��� �� ����	������

��������������

�6'��7� !8�9
������	� �� ���/@��	� Gεr = 1H ������	� ����	 ��)	����	 ���� � ����	 ���!��� �. " !�� 1��� �� ��	 �����

)	��!��, �. � ������
��� ������ ���� � !	��	� .�	7�	�!, �. �0 &E9' ����������� �� ��	 ���	��/���	� �4
���	8 E�� ���� ���� ���� ������ �	7���	 �� ��������	 �0 �8 E�� ���� ����� � ����	 �� " &E9 �	7���	 ��
��������	 ��	 ���	 ������!	8

.�������9
��	 ���	��/���	� �4 ���	 �� ��	 �41 ���	 ���!� ��� � !���C .�	7�	�!, �.

fc,1 =
c

2a
√
εr

=
3 × 108

2 (0.05)
= 3 GHz

�"-



������ 
��	 )�* E���� ������	� )vg* �� 	�� ���� �� ��	+����� &/ ����� �� � �������� ���	�  ���������
4�	��� 	��	 	�� &=/ )m = 0* ���� ��� � ����	��	 ������	� ���������� �� ���0������ ��� 	�������� �!����	�
�� ����� ������	� ����������� )�* E���� ����� ��� ���	 ����	� )τg/L* �� 	�� ���� �� ��	+����� &/ �����
�� � �������� ���	�  ��������� )%�����	���# a = 10 ��� εr = 1*

%��� 47������ "���' ��	 ����� )	��!��, �� ��	�

vg,1 =
c

√
εr

√
1 − f2

c,m/f
2

=
(
3 × 108

)√
1 − 32/102 = 2.86 × 108 m/s

��	 ���	 �	7���	� �� ��������	 �0 � G��	� ��	 ����� �	��,H ��

τg =
L

vg
=

10
2.86 × 108

= 34.9 ns

?���� ��	 ���	 �	����' �	 @�� ��	 ����� )	��!��, �� " &E9 �� 2.40 × 108 �B�� ��	 ����� �	��, �� " &E9
�� ��	�

τg =
10

2.40 × 108
= 41.7 ns

��	�	.��	' � ����	 �� �0 &E9 ����� ����)	 ������ - �� ����	� ���� ��	 ����	 �� " &E9' ���!� ����� �	�� ��
����	����� �� � ����	 !��������� 
��� �. ��	�	 .�	7�	�!�	��

��������������

��� %���
���� ��������

?��� ��	 !����	���� �. ���� !����	�' ,�� ������ 
	 �
�	 ��;

• (	�!��
	 �� �	���� ��	 ��������!	 �. ����� )	��!��, ����	����� �� ���� !������!����� �,��	�� ��� ���
�	������ �� ����	 �����������

�"#



• (	��)	 	
��	������ .�� ��	 ����	 ��� ����� )	��!��, �. � 	�	!�������	��! ������ �� �	��� �. ��	 .�	7�	�!,
��� ����������� !��������

• ?��	������ ��	 ��C	�	�!	 
	��		� ���	���� ��� ��)	����	 ����	�����' ��� ��	 ������� �. 
��� �,�	�
�. ����	������

• (	��)	 ��	 ����� )	��!��, ��� ����� �	��, ��)	� �� 	
��	����� .�� ��	 ����������� !������� �� �	���
�. .�	7�	�!,�

• ?��	������ ��, ��	 �45 ���	 ��	� ��� 	
��
�� ��)	����	 ����	������

�"*
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3� ��� ����, �� �� ���� ����� �	 ��)	 �����, �����	� ���� 	�	!�������	��! ��)	� 	
���' ��� �	 ���>	�
�� ��	 ����������� �. ����	 ��)	� �� )������ �	��� ��� ��)	����	�� 1	 ��� ���� �� ��	 7�	�����; ���
��	 	�	!�������	��! ��)	� !�	��	�8 ��	 ����	�' �� �	 ���� �		' �� ���� ��	, ��	 !�	��	� 
, ��������� .���
���	/)��,��� !���	��� ��� !����	�� 3� ���� !����	�' �	 ���� ���> �� ��������� .��� ��!� ����!	� �� .�		 ���!	�
��	 ����, �. 	�	!�������	��! ��������� ���� .���� ��	 
����	 
	��		� 	�	!��������!� ��� ��	 ����������� �.
	�	!�������	��! ��)	�� ���!�������� ��)��)��� ��������� �	7���	 ��)��!	� )	!��� ����	����!�M ��	�	.��	' ��
�� ��������� ���� ,�� �	)�	� ��	 )	!��� ��	��	�� ��)	� �� �����	� � �� ���	������ ��	 ���	���� �� ����
!����	�� 3� ��������' �� �� ��������� �� 
	 )	�, .������� ���� ��	 ���	��!�� !��������	 �,��	� ��!������ ��	
���� )	!����' ���!���	� �� �����	� � ��� ���� �	�	��	� �� %����	 2�� .�� !��)	��	�!	�

������ ���	 &�� ��������� ��������	� ���	�� ��� ��'��	��� �� 	�� ���	 ���	����

$�� &����
�������� 9� ��)

<	.��	 ��)	��������� ��	 �	�	������ �. 	�	!�������	��! ��)	�' �	� �� @��� �	)�	� 	�	!��������!�' ��	� ��	� ��	
	�	!�������	��! @	�� 7�������	� �� ��� �	�	�� �� ���	� 3� ���� !��	' ��� �. ��	 �	��)���)	� ���� �	��	!� ��
���	 ��	 	7��� �� 9	��� %�����,6� ��� �� ��	 	�	!��������! !��	 ��;

∇×
�

E(
�
r) = 0 G2��H

+��	�	6� ��� �� ��	 	�	!��������! !��	 ��;

∇×
�

H(
�
r) =

�

J (
�
r) G2��H

��	�	
�

J (
�
r) = σ

�

E(
�
r) �� � ���	!� !���	�� ����!	 �� ���� !���	
�� &����6 ���� �� ��	 	�	!��������! !��	 G�� .�		

���!	H ��	;

∇ ·
�

E(
�
r) =

ρv(
�
r)

εo
G2��H

�2�



∇ ·
�

H(
�
r) = 0 G2��H

����!	 ���� ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	��� ��	 ���	�	��	�� �� ��	 	�	!��������! !��	 �� � �����	�� �	�����
���� �� �� ��������� !��!������O ?� �� ���� ����� �	 ��)	 
		� !�����	���� ���	/)��,��� @	���' ��� � ���	/
)��,��� 	�	!���! @	�� ����,� ��)	� ���	 �� � ���	/)��,��� ����	��! @	��' ��� )�!	 )	���� 3� ��	 	�	!��������!
!��	' ���	)	�' �	 !�� ��)	 �� 	�	!���! @	�� ������� � ����	��! @	��' �� � ����	��! @	�� ������� �� 	�	!���!
@	��O

,���� #����� 
��������

1	 �	
� �	)�	� ��	 �	����� .�� ���)��� .�� ��	 	�	!���! @	�� ��	� �	����� ���� �� 	�	!��������! ����������
1	 ���� ��	 ��	 �!���� ���	�����' ���!� ���� ��)	 �� ����� �
��� ��� �� ���)	 ���	 !�����!��	� ���
�	��
����� ��	 !��!	�� �. � )	!��� ���	������ 3� 	�	!��������!�' ��	 �������� �. ��	 	�	!���! @	�� .��� 47�������
2�� ��� 2�� �� ������@	� 
, 	
�������� ��	 .�!� ���� ��	 !��� �. ��	 �����	�� �. � �!���� @	�� Φ(

�
r) �� 9	��' ��	�

∇×
[
∇Φ(

�
r)
]

= 0 G2�"H

G�	.	� �� �����	� �H ��� �	���9��� ���� ��	 �������� �. � �����
 @	�� �� 	���	� ���� � ���	�
 @	��� ��	�	 �� ���	
A	
�
����, �� ��� ��	 �!���� @	�� G���� �	.	��	� �� �� ��	 �!���� ���	�����H �� �	@�	�� + !��)	��	�� !���!	 ��

�

E
(�
r
)

= −∇Φ(
�
r) G2�2H

��	�	 Φ(
�
r) �� ��	 �����
 ��	��	
��' ���� ����� �. )����� ��	 �	����)	 ���� �� !���	� �� ���� 	�	!���! @	�� ���	�

����� .��� �	����� �. ���� ���	����� �� �	����� �. ��� ���	������ ����!	 ��� ���� !���!	 �.
�

E(
�
r) �����@	�

47������ 2��� <, ��
���������
�

E(
�
r) ���� &����6 ��� G47������ 2��H' �	 �
���� ��	 �����
 .�
����)� ����	
��

∇2Φ = −ρv(
�
r)

εo
G2�-H

��	 �������� .�� ��	 �!���� ���	����� !�� 
	 .���� 	���	� .��� ��C	�	����� �� ���	���� �	������ ��	 �!����
���	����� .�� �� ������	� !����	 �� �����!�����, �����	 ����� �� ���	���� ������!�� $������� .��� 47������
2�� ��� ����� &����6 ��	��	� G�		 �����	� �H∮

S

(�
A · n̂

)
dS =

∫
V

(
∇ ·

�

A
)
dV G2�#H

�� .������ ���� ∮
S

(�
E · n̂

)
dS =

∫
V

(
∇ ·

�

E
)
dV =

∫
V

(
ρv
εo

)
dV =

charge enclosed in volumeV
εo

G2�*H

���� �� &����6 :�� .��� 	�	!��������!� �� ���	���� .����
:	� �� ��	 ���� ����������, �� �	)�	� ��� �	 �����9	 &����6 ��� �� �
���� ��	 	�	!���! @	��� %�� � �����

!����	 � �� ��	 ������' �	 	
�	!� ���� ��	 	�	!���! @	�� ���� ���, ��)	 � ������ !�����	�� ��	 �� ���	��!��
�,��	��,' ��� �� � @
	� ������ ��	 	�	!���! @	�� ���� 
	 !�������� ��	 @	�� �� 	
��	��	� �� ���	��!��
!��������	� �� �

E(r) = E(r)r̂ G2��0H

1	 �	
� !����	 � ���	��!�� &������� ���.�!	 ���� �� !��!	����! ���� ��	 ������ ��� �� � ������ ro' �� �����
�� %����	 2��� (�	 �� �,��	��,' �	 !�� �����	 ���� ��	 @	�� ��� � !������� )���	 �)	� ��	 ���.�!	 1�
+���,��� &����6 ��� G47������ 2�*H �	 �
���� ��	 .��������' ������ ���� n̂ = r̂ �� ��	 ���	��!�� ���.�!	;∮

S

(�
E · n̂

)
dS =

∮
S

[E(ro)r̂ · r̂] dS = E(ro)
∮
S

dS = 4πr2oE(ro) =
q

εo
G2���H

�2"



������ ��
	 
 ����	 ������ � �	 	�� ������� &�� ��������� ������� ��	������� 	�� ������� �� ��	����	��� 	�
�������	� 	�� ����	��� '����

%��� ���� �� .������ ����
E(ro) =

q

4πεor2o
G2���H

4)	� ������ �	 ��)	 �����	� ���� ��	 ���.�!	 ��	� �� � �����!���� ������ ro' ��	�	 �� ������� ��	!��� �
���
���� ������ ���!	 ��	 �	���� �� 47������ 2��� ���� .����� .�� ��, ������ r� ��	�	.��	 �� .������ ����

�

E(r) = E(r)r̂ =
q

4πεor2
r̂ G2���H

�� �
���� ��	 �!���� ���	����� .�� ��	 ����� !����	' @��� ���	 ���� ��	 �����	�� �� ���	��!�� !��������	� ��
G�	.	� �� �����	� �H

∇Φ(
�
r) =

∂Φ(
�
r)

∂r
r̂ +

1
r

∂Φ(
�
r)

∂θ
θ̂ +

1
r sin θ

∂Φ(
�
r)

∂φ
φ̂ G2���H

��	�	.��	' .��� 47������ 2�2 ��	 �!���� ���	����� .�� � ����� !����	 ���� �����.,

�

E(r) =
q

4πεor2
r̂ = −∂Φ(

�
r)

∂r
r̂ G2��"H

��	 �!���� ���	����� ���� ��	� 
	

Φ(r) =
q

4πεor
+ Φo G2��2H

��	�	 Φo �� � !�������� 3������� ��	 
������, !�������� ���� ��	 �!���� ���	����� ���� �	!�	��	 ������
9	�� �� �	 ��)	 ���, .��� ��	 !����	' ��	� Φ(∞) = 0' �� .������ ����

Φ =
q

4πεor
G2��-H

3. ��	 !����	 �� ��� �� ��	 ������ 
�� �� ��	 ����� �	�!��
	� 
, ��	 �������� )	!���
�
r
′
' ��	� ��	 �!���� ���	�����


	!��	�
Φ =

q

4πεo|
�
r −

�
r
′|

G2��#H

���� �������� !�� 
	 	
�	��	� �� � !����	 ������
����� ρv(
�
r
′)

Φ =
1

4πεo

∫
V ′

ρv(
�
r
′)

|
�
r −

�
r
′|
dV ′ G2��*H

�22



�� ����� �� %����	 2��' ���!� �� � �	�	��� ���	���� �������� .�� ��	 �!���� �������6� 	7�������

������ ���	 �����	��	��� �� 	�� ������ ��	��	��� ������	�� �� � ������ �����	� ����	�� �� �� ����	����
����	��� �� ������

,���� ��� 1������� !�
���

������	� ��� �����! !����	� +q ��� −q ��������	� �� ��	 9/�
�� �� z = +d/2 ��� z = −d/2 �	��	!��)	�,'
��	�	 d �� ��!� �����	� ���� ��	 ������!	 �� ��	 �
�	�)����� �����' �� ����� �� %����	 2��� 1��� �� ��	
	�	!���! @	�� .�� .��� ��	 ������ �� ���� !��	8

%��� ���	���������' ��	 ����� �!���� ���	����� �� � ������ 
 �� ��	 ��� �. ��	 �!���� ���	����� �. ��	 ���
����)����� !����	�;

Φ(r) =
q

4πεoR+
− q

4πεoR−
G2��0H

��	 ���
�	� �� ��� .�!��	� �� �
������� 	
��	������ .�� ��	 ������!	 .��� ��	 �
�	�)����� ����� �� ��	
������)	 !����	' R+' ��� ��	 ������!	 �� ��	 �	����)	 !����	' R−� 3� �	��� �. ��	 ����	 θ' ��	 ������!	 ��
��	 ������)	 ��� �	����)	 !����	� ��	 �����
����	�,

R+ ≈ r − d

2
cos θ G2���H

R− ≈ r +
d

2
cos θ G2���H

�. ��	 �
�	�)����� ����� �� .�� .��� ��	 !����	� G�	.	� �� %����	 2��H� 1	 ���� >��� ���� d� r' ��� ��	�	.��	
G�		 +��	���
 %H

1
R+

≈ 1
r

(
1 +

d

2r
cos θ

)
G2���H

���
1
R−

≈ 1
r

(
1 − d

2r
cos θ

)
G2���H

��	 ����� �!���� ���	����� �� ��	� �����
����	�,

Φ(r) ≈ q

4πεo
1
r

(
1 +

d

2r
cos θ

)
− q

4πεo
1
r

(
1 − d

2r
cos θ

)
=
qd cos θ
4πεor2

G2��"H

�2-



������ ���	 & � �	�	�� ������� ������	�� �� � ���	���� �� &�� ������	��� ��	 ��� 	�� �������� �� ��
������� 	� �� ���� ���� 	��� 	�� ���	���� 	� 	�� �������	��� ����	� ��

$��)��� .�� ��	 	�	!���! @	��' �	 �
����

�

E(r, θ, φ) = −∇Φ(r) =
qd cos θ
2πr3εo

r̂ +
qd sin θ
4πr3εo

θ̂ G2��2H

3� �� !�������, �� �	@�	 � �����	 ���	�� p = qd ��!� ����

�

E(r, θ, φ) =
p cos θ
2πr3εo

r̂ +
p sin θ
4πr3εo

θ̂ G2��-H

,���� ������ 
��������

3. � �!���� ���	����� !�� 
	 ��	� �� ���)	 .�� ��	 	�	!���! @	��' !�� � ���	����� 
	 �	@�	� .�� ��	 �������� �.
��	 ����	��! @	��8 �	!��� ���� ��	 ��)	��	�!	 �. ��	 ����	��! @	�� ���� 
	 9	�� G47������ 2��H� $��!	 ��	
��)	��	�!	 �. ��	 !��� �. � )	!��� @	�� �� 9	�� G�		 �����	� �H' ��	�

∇ ·
[
∇×

�

A(
�
r)
]

= 0 G2��#H

��	�
�

H(
�
r) !�� 
	 �	�!��
	� 
, � !��� �. ���	 )	!��� @	��� + !��)	��	�� !���!	 ��

�

H(
�
r) =

1
μo

∇×
�

A
(�
r
)

G2��*H

��	�	
�

A(
�
r) �� ��	 )	!��� ���	������ $�
���������

�

H(
�
r) ���� +��	�	6� ��� G47������ 2��H �	 �
����

∇×
(
∇×

�

A
)

= ∇
(
∇ ·

�

A
)
−∇2

�

A = μo
�

J G2��0H

�2#



+ )	!��� @	�� �� ���7�	�, ��	!�@	�' �� �� �� ������)	 !�������' ��	� 
��� ��	 !��� ��� ��)	��	�!	 �. ��	

)	!��� @	�� ��	 >����� 3� ��	 ��	!�@!����� �. ��	 ��)	��	�!	 �.
�

A ��	�	 �� ����� ���	 A	
�
����, ��� ��	
!��)	��	�� !���!	 ��

∇ ·
�

A = 0 G2���H

���� !���!	 �� >���� �� ��	 ������
 ����	� ?���� ��	 ������
 ����	 47������ 2��0 �	��!	� ��

∇2
�

A = −μo
�

J G2���H

���!� �� >���� �� ��	 ���	�
 .�
����)� ����	
��� ��	 �	�	��� �������� �. ���� 	7������ !�� 
	 .���� 
,
��>��� ��	 �. ��	 ������, 
	��		� ��	 �!���� �������6� 	7������ G47������ 2�-H ��� ��	 )	!��� !�����	��
�. ��	 )	!��� �������6� 	7������;

∇2Ai = −μoJi G2���H

��	�	 i = x' y' �� z� 1	 ��)	 ���	��, �
����	� ��	 �	�	��� �������� �� ��	 �!���� �������6� 	7������
G47������ 2��*H' �� �� .������ ���� � �	�	��� �������� �� ��	 )	!��� �������6� 	7������ ��

�

A(
�
r) =

μo
4π

∫
V ′

�

J (
�
r
′)

|
�
r −

�
r
′|
dV ′ G2���H

$�� 9�������� "
�� ����#��
/��! ���
!��

1	 ��� ���� ��� ���	����� �� 	�	!�������	��! ��������� .��� ���	/)��,��� !����	� ��� !���	���� %�� 	��	
�. ���!������' �	 �	�	�� 5�
�	��6� 	7������� �	�	 .�� ��	 ���	/)��,��� !��	 �� � )�!���;

∇×
�

E(
�
r, t) = −μo

∂
�

H(
�
r, t)
∂t

G2��"H

∇×
�

H(
�
r, t) = εo

∂
�

E(
�
r, t)
∂t

+
�

J (
�
r, t) G2��2H

∇ ·
�

E(
�
r, t) =

ρv(
�
r, t)
εo

G2��-H

∇ ·
�

H(
�
r, t) = 0 G2��#H

,���� ��� 5���	�������� )�"� 1C�������

%�� ���	/)��,��� 	�	!���! @	���' ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	��� ��	 ��� !����	� �� ���� ��	 !��� �. ��	 	�	!���!
@	�� �� �� ����	� 9	�� G47������ 2��"H� ��	�	.��	 ��	 �!���� ���	�����' Φ(

�
r)' �	@�	� �� 47������ 2�2 �� ��

����	� )����� E��	)	�' ��	 ��)	��	�!	 �. ��	 ����	��! @	�� �� ����� 	7��� �� 9	�� ��� ��	�	.��	 �	 !�� ��	 ��	

)	!��� ���	�����'
�

A' �	@�	� �� 47������ 2��*' 	
!	�� ���� ���
�

A �� � ���	/)��,��� 7������,� $�
���������
�

A ���� %�����,6� ��� G47������ 2��"H ,�	���;

∇×
�

E(
�
r, t) = −μo

∂

∂t

{
1
μo

∇×
�

A(
�
r, t)
}

= −∇× ∂
�

A(
�
r, t)
∂t

G2��*H

����	!���� ��� �. ��	 �	��� �	 �
����

∇×
[
�

E(
�
r, t) +

∂
�

A(
�
r, t)
∂t

]
= 0 G2��0H

�2*



$��!	 �	 ����� ��)	 �
����	� �� 	
��	����� �� ���!� ��	 !��� �. � )	!��� 7������, �� 9	��' �	 !�� �	@�	 �
�	� �!���� ���	�����

−∇Φ(
�
r, t) =

�

E(
�
r, t) +

∂
�

A(
�
r, t)
∂t

G2���H

$�
��������� Φ(
�
r, t) ��� ��	 )	!��� ���	�����

�

A(
�
r, t) ���� +��	�	6� ��� G47������ 2��2H' �� !�� 
	 �����

����

∇2
�

A− μoεo
∂2

�

A
∂t2

= −μo
�

J + ∇
(
∇ ·

�

A + μoεo
∂Φ
∂t

)
G2���H

G�	.	� �� +��	���
 % .�� �	�����H� 1	 ��	 .�		 �� !����	 ��	 ��)	��	�!	 �.
�

A' �� .�� !��)	��	�!	 �	 !����	

∇ ·
�

A = −μoεo
∂Φ
∂t

G2���H

���!� �� >���� �� ��	 :��	��9 ����	� +���,��� ��	 :��	��9 ����	' 47������ 2��� �	��!	� ��

∇2
�

A− μoεo
∂2

�

A
∂t2

= −μo
�

J G2���H

���!� �� ��	 
������������ ���	�
 ���� ����	
���
3� � ������� ����	�' �	 !�� ��
������	 47������ 2��� ���� &����6 ��� G47������ 2��-H ���!� ,�	��� G�	.	�

�� +��	���
 % .�� �	�����H

∇2Φ − μoεo
∂2Φ
∂t2

= −ρv
εo

G2��"H

���!� �� ��	 
������������ �����
 ���� ����	
���

,���� #�������� �� ��� 5���	�������� )�"� 1C�������

3. ��	 ����!	� ρv(
�
r, t) ���

�

J (
�
r, t) ��	 ���	/�������!' ��	� �	 !�� ��>	 ��	 �. �������� 1	 ��>	 ��	

.�������� ������ �����.���������;
Φ(

�
r, t) → Φ(

�
r)

�

A(
�
r, t) →

�

A(
�
r)

�

J
(�
r, t
)
→

�

J(
�
r)

ρv(
�
r, t) → ρv(

�
r)

���!� �����.��� ��	 �������	�	��� )	!��� ��)	 ��� �!���� 	7������� ���� ��	 
������������ %������	�
����	
���

∇2
�

A(
�
r) + ω2μoεo

�

A(
�
r) = −μo

�

J(
�
r) G2��2H

∇2Φ(
�
r) + ω2μoεoΦ(

�
r) = − 1

εo
ρv(

�
r) G2��-H

3� !�� 
	 ����� ���� ��	 ���	����� !�	��	� 
, �� ��!�������� !����	 q(t) = qo cos(ωt) ��!��	� �� ��	 ������ G��
.�		 ���!	H ��

Φ =
qo

4πεor
e−jkor G2��#H

G�	.	� �� +��	���
 % .�� �	�����H� ������ ��	 ����������	� �� ��	 �����! !��	 G�		 47������� 2��- ��� 2��*H' ��
.������ ���� � ���	/�������! !��������� !����	 ������
����� �� � ��!����� �	�!��
	� 
, ��	 �������� )	!���
�
r
′
���� ��)	 ���	 �� ��	 �������! �,����! �!���� ���	�����

Φ(
�
r) =

1
4πεo

∫
V ′

ρv(
�
r
′)

|
�
r −

�
r
′|
e−jko|

�
r−�

r
′|dV ′ G2��*H

�-0



+���� ������ ��	 ���������, 
	��		� ��	 �!���� ��� )	!��� 	7������� G�		 47������ 2���H' ��	 �������!
�,����! )	!��� ���	����� ��

�

A(
�
r) =

μo
4π

∫
V ′

�

J(
�
r
′)

|
�
r −

�
r
′|
e−jko|

�
r−�

r
′|dV ′ G2�"0H

$�� 9�������� "
�� � ;�
�1��� 4�����

+ E	��9��� �����	 !������� �. ��� ���	�!���	!�	� !����	 �	�	�)���� ���� !������ 	7��� ��� �������	 �������
�. !����	� +����	 ���� ��	 !����	 �	�	�)���� ��	 ��������	� �� z = ±d/2 �� ��	 9/�
�� �� ����� �� %����	
2�"' ��	�	 � �� ��!� �	�� ���� ��	 	�	!�������	��! ��)	�	����� + �	�	��� ���	/�./����
 �� ���� d ������ ���
	
!		� λo/50� <	!���	 d � λo' � E	��9��� �����	 �� ���� !���	� � ������� �� �� ���@���	������ �����	� ��	
!����	 ��!�����	� 
	��		� ��	 !����	 �	�	�)���� �� .�	7�	�!, ω ���!� ��)	� ���	 �� �� ��!�������� !���	�� �����
��	 �	���� �. �� ���@���	�, ����� !����!��� ������� 
	��		� ��	 !����	 �	�	�)�����

������ ��
	 
 L��	5��� ������� ������	��� �� 	 � ��	��������	�� ������ ���������� ����	����� � ���	���� �
����	 �� 	�� 5+�!��� &�� ������ �������	�� ��	 ��� 	�� ����������� ������ ���� 	� 	�� �������	��� ������	 I(t)�

<	!���	 ��	 �	���� �. ��	 ��@���	�, ���� !����!��� �� ��!� �	�� ���� ��	 ��)	�	����' �	 !�� �����	 ����
�� ��, ������� �� ���	 ��	 !���	�� �� !������� 	)	�,��	�	 ����� ��	 !����!���� 3� ���� !��	' ��	 ���	/�������!
!���	�� A����� �� � E	��9��� �����	 !�� 
	 �����	� ��

I(t) =
∂

∂t
q(t) = Io cos(ωt) G2�"�H

+�� ��	 !���	�� �	����, ��
�

J (
�
r, t) =

Io cos (ωt)
Ac

ẑ, −d
2
≤ z ≤ d

2
G2�"�H

��	�	 Ac �� ��	 !����/�	!������ ��	� �. ��	 !����!���� 3� ������ .���' ��	 !���	�� �	����, .�� ��	 E	��9���
�����	 �� ��	�

�

J(
�
r) =

Io
Ac
ẑ, −d

2
≤ z ≤ d

2
G2�"�H

3� ���	� �� ��	 47������ 2�"0 �� @�� ��	 )	!��� ���	�����' �	 �	7���	 ��	 ������!	 |
�
r −

�
r
′|' ���!� �� ��	

������!	 .��� ��� �
�	�)����� ����� �� � ����� )����	 �. ���	������� ����� ��	 !����!��� 
	��		� ��	 �����	��
E��	)	�' �� ���������	� �� %����	 2�2' ���!	 �	 ��	 �������� ���� ��	 �����	 �� �����' �	 !�� �����
����	

�-�



|
�
r−

�
r
′| ≈ |

�
r | = r 	)	�,��	�	 ����� ��	 �����	� 3� ��������' ��	 �	.	�	����� )����	 	�	�	�� .�� ��	 ���	�������

�� dV ′ = Acdz� E	�!	'

�

A(
�
r) =

μo
4π

∫ +d/2

−d/2

(Io/Ac) ẑ
r

e−jkorAcdz =
μoIo
4πr

e−jkor

∫ +d/2

−d/2
dz

= ẑ
μoIod

4πr
e−jkor G2�"�H

������ ���	 B����  � ��� �������� 	��	 	�� L��	5��� ������ �� ����	� 	�� ���	���� |�r − �

r
′| ��� �� �����!+

���	�� �� r� 	�� ���	���� ���� 	�� �������	��� ����	 	� 	�� �������

<	!���	 ��	 �����	 ���� ������	 @	��� ��� .��� ��	 ������' �	 !��)	�� �� ���	��!�� !��������	�� ?���� ��	
�	���������� ẑ = r̂ cos θ − θ̂ sin θ' ��	 )	!��� ���	����� 
	!��	�

�

A(r, θ) =
(
r̂ cos θ − θ̂ sin θ

) μoIod
4πr

e−jkor G2�""H

��	 ����	��! @	�� ���	����, !�� ��� 
	 !��!����	� ����� 47������ 2��*;

�

H(r, θ, φ) =
1
μo

∇×
�

A =
jkoIode

−jkor

4πr

(
1 +

1
jkor

)
sin θφ̂ G2�"2H

G�	.	� �� �����	� � .�� ��	 !��� �. � )	!��� @	�� �� ���	��!�� !��������	��H 1	 ��	� @��
�

E(r, θ, φ) .���
�

H(r, θ, φ) ����� +��	�	6� ��� G47������ 2��2H �� ������ .���' ��	�	
�

J(
�
r) = 0 .�� r �= 0;

�

E(r, θ, φ) =
jkoηoIod

4πr
e−jkor

{[
1

jkor
+
(

1
jkor

)2
]

2 cos θr̂ +

[
1 +

1
jkor

+
(

1
jkor

)2
]

sin θθ̂

}
G2�"-H

��	 !����	
 ��,����� )	!���
�

Sc =
�

E ×
�

H
∗
�� ��	� .���� .��� ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	���

�

Sc = ηo

(
koIod

4πr

)2
{[

1 +
(

1
jkor

)3
]

sin2 θr̂ −
[

1
jkor

−
(

1
jkor

)3
]

sin 2θθ̂

}
G2�"#H

�-�



��	 ���	/�)	���	 ���	� �	����,' 〈
�

S〉' �� ��	�
〈�
S
〉

=
1
2
Re
{ �

Sc

}
=
ηo
2

(
koIod

4πr

)2

sin2 θr̂ G2�"*H

��	 ����� ���	� ������	� 
, ��	 �����	 �� !��!����	� 
, ���	������� ��	 �)	���	 ���	� �	� ���� ��	�' 〈
�

S〉'
�)	� ��	 ���.�!	' 1' �. � ���	�	 	�!������ ��	 �����	;

P =
∮
S

(〈�
S
〉
· n̂
)
dS =

∫ π

0

∫ 2π

0

[
ηo
2

(
koIod

4πr

)2

sin2 θ

]
r2 sin θdφdθ

=
ηo

12π
(koIod)

2 =
ηoμoεo
12π

(ωIod)
2

G2�20H

���	 ���� ��	 ����� ������	� ���	� �!��	� ���� ��	 .�	7�	�!, �7���	��
<	.��	 �	 	
����	 ��	 @	��� �. ��	 E	��9��� �����	 �� �	����' �	� �� 	
����	 ��	 
	��)��� �. ��	 1/(kor)n

�	��� ���� ��	 ��	�	�� �� ��	 @	�� ���������� %����	 2�- ����� ��	 
	��)��� �. 1/(kor)n .�� n = 1' �' ���
� �� ��	 ������!	 .��� ��	 �����	' 
' �� ��!�	��	�� %��� ��	 ����' �	 �		 ���� !���	 �� ��	 ������ ��	 n = 3
�	�� �������	�' 
�� �� ��	 ������!	 .��� ��	 ������ �� ��!�	��	�' ��	 n = 1 �	�� �������	�� ��	 ����������
����� �!!��� ��	� kor = 1' �� ��	�	 r = 1/ko� 3� ���	� �� ������., ��	 	
��	������ .�� ��	 ���������' �	
���� ���> �� ��	 @	��� �� ��� �������� !��	�;

�� ��	 �	���� ��	�	 r � 1/ko' !���	� ��	 ��	��/@	��� 9��	� 3� ���� �	����' ��	 ����	� ���	�� �. 1/(kor)n

�������	�

�� ��	 �	���� ��	�	 r � 1/ko' !���	� ��	 �.��/@	��� 9��	� 3� ���� �	����' ��	 ���	� ���	�� �. 1/(kor)n

�������	' ��� ��� �. ��	 1/(kor)n �	��� ������!� 9	�� �� r → ∞�

������ ���	 D������� �� 	�� 1/(kor)
n 	���� �� 	�� L��	5��� ������ �����	���� ����� 	� 	�� ������

	�� ������+�� �� 	���� ������	��  ���� ��� ���� 	�� ������ 	�� �� ��+�� �� 	���� ������	��

,���� D���7:��� ���������������

3� ��	 �	�� @	�� Gr � 1/koH' ��	 ����	�� ���	�� �. 1/(kor)n ��	 ��������� ��	�	.��	' �	 �	��	!� ��� 
��
��	 ����	�� ���	�� �. 1/(kor)n �� ��	 @	�� 	
��	������ G47������� 2�"2 ��� 2�"-H �� �
���� �����
����	 @	��

�-�



	
��	������ �� ��	 �	��/@	��;

�

H�� =
Iod

4πr2
e−jkor sin θφ̂ G2�2�H

�

E�� = − jIodηoe
−jkor

4πr3ko

(
2 cos θr̂ + sin θθ̂

)
G2�2�H

��� ����!	 ���� �	 !�� !��)	�� ��	 ���	/)��,��� !���	�� ��� !����	 ���� ������ .��� �� .������;

I(t) =
∂q(t)
∂t

= Io cos(ωt) ⇒ I = jωq = Io G2�2�H

��	�	 I �� ��	 ������ .��� �. I(t)� %��� ���� �	 �
�	�)	 ���� Io = jωq� +���' �	!��� ���� ��	 �����	 ���	��
�� p = qd� 1	 ��	� ��	 ko = ω

√
μoεo �� ����	

Iod = jωqd = jωp =
jkop√
μoεo

G2�2�H

%�����,' ���	 ���� �� ��	 �	��/@	�� e−jkor → 1� ��	 	�	!�������	��! @	��� �� ��	 �	��/@	�� ��	 ��	� �����
/
����	� ��

�

H�� =
jωp

4πr2
sin θφ̂ G2�2"H

�

E�� =
p

4πεor3
(
2 cos θr̂ + sin θθ̂

)
G2�22H

����!	 ����' �� ��	 �	��/@	�� ���������' ��	 ����	��! @	�� �� ������������ �� 1/r2' ����	 ��	 	�	!���! @	�� ��
������������ �� 1/r3� ���� �	��� ���� ��	 	�	!���! @	�� ���� 
	 �������� �� ��	 �	��/@	�� G���!	 r �� �����H�
���!������� ��	 !����	
 ��,����� )	!��� �� ��	 �	��/@	�� �	 @��

�

Sc,nf = − jp
2ω (sin θ)2

16π2r5εo
r̂ +

jp2ω cos θ sin θ
8π2r5εo

θ̂ G2�2-H

��	 ���	/�)	���	 ���	� A�� �	����, �� ��	 �	��/@	�� �� ��	�〈�
S��

〉
=

1
2
Re
{�
Sc,nf

}
= 0 G2�2#H

���� ����!��	� ���� ��	�	 �� �� �	� ���	� A�� ��� �. ��	 �	��/@	��� <	!���	 ��	 	�	!���! @	�� �������	�
��� ��	�	 �� �� �	� ���	� A��' 	�	!���! 	�	��, �� ����	� �� ��	 �	��/@	��� ���� �	��� ���� ��	 �	��/@	��

	��)	� ��>	 � !���!����� ���	 ���� �� ��	 	�	!��������! ����� Gω → 0H' ��	 ����	��! @	�� �� 9	�� ��� ��	
	�	!�������	��! @	�� �� ��	���!�� �� ��	 	�	!��������! �����	� 3� ���� !��	' ��	 @	��� 
	��)	 ��>	 �� � !���!�����

,���� +��7:��� ���������������

�,��!���,' ��	 ��������� �	 ��	 �� �	�	���	 	�	!�������	��! ��)	� ��	 �	����)	�, ������� .��� ��	 ��!����� ��
���!� �	 ��	 �	!	�)��� ��	 ��)	�� %�� 	
����	' ,��� ���!��� %5 ������� ��, 
	 �	� ���	� ���, �� ���	�
%�� �� %5 ����� ������� 
����!������ �� �00 5E9' 1/ko ≈ 0.5 �' ���!� �	��� ���� �	 !��	 ��!� ���	
�
��� ��	 .��/@	�� !����!�	�����!� �. ��	 ���������

3� ��	 .��/@	�� Gr � 1/koH' ��� �. ��	 1/(kor) �	��� ������!� 9	��� ��	�	.��	' �	� 1/(kor) = 0 ��
47������� 2�"2 ��� 2�"- �� �
���� 	
��	������ .�� ��	 ����	��! ��� 	�	!���! @	��� �� ��	 .��/@	��;

�

H� =
jkoIod

4πr
e−jkor sin θφ̂ G2�2*H

�

E� = ηo
jkoIod

4πr
e−jkor sin θθ̂ G2�-0H

�-�



��	�	 ��	 �	)	��� ��������� �
�	�)������ ���� !�� 
	 ���	 .��� ���� �	����� 5��� ��������� �� ���� �� �

@
	� ������' ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	��� ��	 �	���	� 
,
�

H = k̂ ×
�

E/ηo' ���!� �� 	
�!��, ��	 �	����������

	��		� ��	 @	��� �� � ����	 ��)	O ��	�	.��	 �� ��	 .��/@	�� ��	 	�	!�������	��! @	��� ������ �
*� �����
������ ��	 �	��/@	�� ������� �	�	��	�!	 �. 1/r2 ��� 1/r3 	����	 ����' .�� 	)	� ���	���	 ������!	� ���,
.��� ��	 ��������' ��	 .��/@	�� �����
�������� �����

��	 !����	
 ��,����� )	!��� �� ��	 .��/@	�� ��

�

Sc,ff =
�

E ×
�

H
∗

= ηo

(
koIod

4πr

)2

sin2 θr̂ G2�-�H

��	 ���	/�)	���	 ���	� A�� �	����, �� ��	 .��/@	�� �� ��	�

〈�
S�

〉
=

1
2
Re
{�
Sc,ff

}
=
ηo
2

(
koIod

4πr

)2

sin2 θr̂ =
3P

8πr2
sin2 θr̂ G2�-�H

��	�	 . �� ��	 ����� ���	� ������	� 
, ��	 �����	 G�		 47������ 2�20H� ����!	 ���� ���� �� ��	 ���	 	
��	�����

.�� 〈
�

S〉 �� ��� !��!����	� ��	)�����, �� 47������ 2�"* ����� ��	 	
�!� @	�� 	
��	�������

$�� 9������
 -��� ��� 9�������� 9���������

+� 	�	!�������	��! �������� �� �.�	� !����!�	��9	� 
, ��� ����' 6' ��� ��� ��������� �	������!	' R���� ��	
��
� �. � �������� �� �	@�	� �� ��	 ����� �. ��	 ���	/�)	���	 ���	� �	����, G1B��H ������	� �� � �����!����
���	!���� (θ, φ) �� ��	 ���	/�)	���	 ���	� �	����, ������	� 
, �� ��������! ����!	 	������� ���.����, �� ���
���	!������ %�� �� ��������! ��������� ����!	 	������� � ����� ���	/�)	���	 ���	� .' ��	 ���	/�)	���	 ���	�
�	����, ���� 
	 〈�

S�
�

〉
=

P

spherical surface area
=

P

4πr2
G2�-�H

��	�	.��	' .�� ��	 E	��9��� �����	' ��	 ���� ��

G(θ, φ) =

〈�
S������

〉
〈�
S �
�

〉 =
3P sin2 θ/

(
8πr2

)
P/ (4πr2)

=
3
2

sin2 θ G2�-�H

��	 
��
�	
�� ��		�
� �. � ��������� p(θ, φ)' �� �	@�	� �� ��	 ���� G(θ, φ) �������9	� ��!� ���� ��	
��
���� )���	 �� ����,� ��	�	.��	' ��	 ��������� ����	�� �. ��	 E	��9��� �����	 �� �����,

p(θ, φ) = sin2 θ G2�-"H

���� ��������� ����	�� �� ���������	� �� %����	 2�#� 3� ��	 @���	' ��	 �����	 �� ���	��	� �� ��	 ������ �����
��	 )	���!�� �
��� ��	 ��������� ����	�� .�� ��	 �����	 ���>� ������� �� � �������� ���� � ���	 ����	�	�
���� �	!�	��	� �� 9	�� �� ��	 ������� ����!	 ���� ��	�	 �� �� 
��
�	
�� ����� 	�� �
���� ��
�' ��� ���� ��	
���
��� ����
 
� 
��
�	�� ��
����
����
 	� 	�� �
���� ��
��

��	 
��
�	
�� 
��
�	���� �. � �������� �� �	@�	� �� ��	 	7��)��	�� �	������ ����' ��)	� ��	 ���	 ���	/
�)	���	 !���	��' ����� ��������	 ��	 ���	 ���	� �� �� ������	� 
, ��	 ��������� &�)	� � ������ !���	�� &
A����� ������� � �	������' ��	 ���	/�)	���	 ���	� ��������	� �� ���� �	������ �� P = I2

��
R = (|I|/
√

2)2R�
$��)��� .�� �' �	 @�� ���� ��	 	7��)��	�� ��������� �	������!	 �. � �������� ��

R��� =
P

|I|2 /2
G2�-2H

��	 ��������� �	������!	 �� � �	����	 �. ��� 	C	!��)	�, ��	 ���	��� !��)	��� � !���	�� ������ ���� ������	�
���	�� ���	 ���� ��	 ��������� �	������!	 �� ��	 � �	����	 �. ���� �� ��	 ���	���M .�� 	
����	' ��	 ��	��

�-"



������ ���	 "����	��� ��		��� �� � L��	5��� ������� &�� ������ �� �����	�� �	 	�� ������ ����� 	�� 5+�!���
 ���� �� 	�� ���	���� �!�� �� 	�� '�����

E	��9��� �����	 �� �����	�� 
�� ��� � ���9	�� ��������� �	������!	� %�� � E	��9��� �����	' ��	 ���������
�	������!	 ��

R��� =
ηo(koIod)2/12π

I2
o/2

=
(dko)

2 ηo
6π

≈ 20 (dko)
2 ≈ 790

(
d

λo

)2

G2�--H

3� � E	��9��� �����	' ��	 ������!	 � �� ��!� �����	� ���� ��	 ��)	�	����� + �,��!�� )���	 �� d/λo = 0.01'
���!� �	����� �� � ��������� �	������!	 �. R��� ≈ 0.08Ω� P		���� �� ���� ���� .�		 ���!	 ��� �� ���	���!	
�. ηo ≈ 377Ω' � E	��9��� �����	 �� � ���� ���������

$�� 9�������� "
�� �

�/� �" ;�
�1��� 4������

+� ����	� ��	)�����,' ��	� �	����� ���� ��������� �	 ��	 ���� �.�	� ���	�	��	� �� ��	 .��/@	�� ���������
!����!�	�����!�� $��!	 ���	��������� �����' ��	 	�	!���! @	��� �. ����)����� ��������� ��� �� ��	 .��/@	��� $��!	
��	 	�	!���! @	�� ��� 
��� � ��������	 ��� � ����	' ��	 ��������� ����	�� !�� 
	 ����@	� 
, !����������
��� ���, ��	 �	��	���! ������	�	�� �. ��	 )������ ���������' 
�� ���� ��	 �	����)	 ����	 
	��		� ��	��

:	� �� 	
����	 ��	 .��/@	�� 	�	!���! @	�� �. E	��9��� �����	 �� ���	 �	���� �� ���� �	 !�� ���� ��
����	!������ .�� ��� ��	 @	��� ���� ���	�.	�	 !������!��)	�, �� �	����!��)	�, ��	� �������	 �����	� ��	 ��	�	���
1	 	
��	�� ��	 .��/@	�� 	�	!���! @	�� ��

�

E� = ηo
jkoIod

4πr
e−jkor sin θθ̂ =

Eo
r
e−jkor sin θθ̂ G2�-#H

��	�	 �	 ��)	 �	@�	� ��	 ��
�����, !������� Eo = jηokoIod/(4π)� ��	 ���	/������ 	�	!���! @	�� �� ��	�

�

E� = Re
{�

E�e
jωt
}

=
Eo
r

cos(ωt− kor) sin θθ̂ G2�-*H

�-2



����!	 ��	 1/r �	�	��	�!	 �� ��	 .��/@	�� �����
�������� =
)�����,' ���� �����
������� ��	� ��� ���� !���	
�� ��	 �����	 �� 	��	

�

E� ����� ������!� ��@���, �� r → 0O + ���� �.
�

E� �� t = 0 ��� θ = 90◦ G��	 
/, ����	'
�		 %����	 2��H �� ����� 
	��� �� %����	 2�*� ���� @	�� ����	�� ���� ��������	 �������, �� ���	 �����	��	��
���	 ��	 ������)	 ��� �	����)	 @	�� )���	��

������ ���	 &���+������ ���+'��� ����	��� '��� ��		��� ���� � L��	5��� ������ �	 t = 0 ��� θ = 90◦ )!+�
������  ���� �� ������������� 	� 	�� ������ �!��*�

+� �� 	
����	 �. � �����	 ���	��� ����, !�����	� ��� E	��9��� �����	� ��������	� �� x = +D/2 ���
x = −D/2' ���� ��	 �
�� �. 
��� �����	� �����	� ���� ��	 9/�
��' �� ����� �� %����	 2��0� �	������!���,' ����
����� !���	����� �� � ��������� �� ���!� �	 ��)	 ��� �����	 ���	���� ���	��	� )	���!���, ���� �	��	!� ��
��	 ������ G
/, ����	H ���!	� � ������!	 7 ������ (����	 � ��� � �	���� d1 ��� !����	� � ������ !���	�� I1�
(����	 � ��� � �	���� d2 ��� !����	� � ������ !���	�� I2� ��	 !���	��� I1 ��� I2 ���� ��>	�, ��)	 ��C	�	��
��������	� ��� ��	 ���/�./����	� 1	 ���� �� @�� ��	 ����� 	�	!���! @	�� �� ��	 .��/@	�� .�� ��	�	 ��� �����	��

%����	 2��� ���������	� ��	 ���/�����	 ����, �� ��	 
/, ����	 G��	 )�	� .��� ��
�)	� ��	 �����	�H� ��	
������!	 r1 �� ��	 ������!	 .��� ��	 �
�	�)����� ����� �� �����	 �' ��� ��	 ������!	 r2 �� ��	 ������!	 ��
�����	 �� <, ���	���������' �	 ��	� @�� ��	 ����� 	�	!���! @	�� �. ��	 ��� E	��9��� �����	� �� ��	 .��/@	��

, ������� ��	 .��/@	�� 	�	!���! @	��� �. ��� �����	 E	��9��� �����	�;

�

E� = ηo
jko
4π

(
d1I1
r1

sin θ1e−jkor1 +
d2I2
r2

sin θ2e−jkor2

)
θ̂ G2�#0H

$��!	 �	 ��	 �� ��	 .�� @	��' �	 �����	 ���� ��	 ���!��� 
	��		� ��	 �����	� �� ��!� �	�� ���� ��	 ������!	�
r1 ��� r2� ��	�	.��	 1/r1 ≈ 1/r2 ≈ 1/r' ��	�	 r �� ��	 ������!	 �� ��	 ������� ?���� ��	 ���	 �����	��'
θ1 ≈ θ2 ≈ θ� 1	 !����� �����, �����
����	 r1 ≈ r2 �� ��	 	
���	����� �	���' ���	)	�' 
	!���	 ��	�	 ����	

�--



������ ����	 & � L��	5��� �������� ������ � ���	���� � ����	 �� 	�� !+�!���

�	��� )��, ������, 	)	� ���� )	�, ����� !����	� �� 
� 3� ���� !��	' �	 ��	 � ������� �����
������� �	!���7�	
�� �	 ��	� ��	)�����, .�� ��	 �	�����	� �����! !����	� G�		 %����	 2���H;

r1 ≈ r +
D

2
cosφ G2�#�H

���

r2 ≈ r − D

2
cosφ G2�#�H

?���� ��	�	 �����
��������' ��	 ����� 	�	!���! @	�� �� �����	� ��

�

E� = ηo
jkod1I1

4πr
sin θe−jko(r+D

2 cosφ)

(
1 +

d2I2
d1I1

ejkoD cosφ

)
θ̂ G2�#�H

1	 ��� �	@�	

Aejα =
d2I2
d1I1

G2�#�H

���!� ,�	���
�

E� = ηo
jkod1I1

4πr
sin θe−jko(r+D

2 cosφ)
(
1 +AejαejkoD cosφ

)
θ̂ G2�#"H

$��!	 ��	 .��/@	�� ��������� 
	��)	� ��>	 ����	 ��)	� ��������� .��� ��	 ������' ��	 ���	/�)	���	 ���	� 〈
�

S〉
�� ������������ ��

�

E� ·
�

E
∗
�;〈�
S
〉

=
So
r2

sin2 θ
(
1 +AejαejkoD cosφ

) (
1 +Ae−jαe−jkoD cosφ

)

=
So
r2

sin2 θ[1 +A2 + 2A cos(α+ koD cosφ)
]

G2�#2H

��	�	 So ��!���	� ��� �. ��	 !������� �	���� ��	 ���� �. ��	 �����	 ����, ��

G(θ, φ) =

〈�
S������


〉
〈�
S �
�

〉 =

(
So/r

2
)
sin2 θ[1 +A2 + 2A cos(α+ koD cosφ)

]
P/ (4πr2)

�-#



������ ����	 �����	��	��� �� 	�� 	 �+������ ����� �� 	�� !+� ������

= K sin2 θ[1 +A2 + 2A cos(α+Dko cosφ)
]

G2�#-H

��	�	 8 ��!���	� ��� �. ��	 !������� �	���� ��	 	
�!� )���	 �. 8 �� ��� ��������� ���!	' �� �
���� ��	
��������� ����	��' �	 �������9	 G(θ, φ) �� ��)	 � ��
���� )���	 �. ����,� ��	 �������9	� ���������
����	�� �� ��	�

p(θ, φ) =

[
1 +A2 + 2A cos(α+Dko cosφ)

]
sin2 θ

(1 +A)2
G2�##H

?���� ���� �	�	��� 	
��	����� .�� ��	 ��������� ����	��' �	 ���� ���> �� @)	 ��	!�@! !��	�� �	�	�
	�
���� + �� ��	 ��������	 �. ��	 ����� d2I2/d1I1' α �� ��	 ����	 ��C	�	�!	 
	��		� ��	 ��� �����	�' ��� 7 ��
��	 ���!��� 
	��		� ��	 ��� �����	��

(�
� �9 A = 1< α = 0< ��� D = λo/2 3�B��� ��������� ������
< 
��	�� λoC� ���
�< ��� 
��������
��4���
�5

��	 ��������� ����	�� ��

p(θ, φ) =
[
1 + 1 + 2 cos

(
λo
2

2π
λo

cosφ
)]

sin2 θ/ (1 + 1)2

=
[1 + cos(π cosφ)] sin2 θ

2
G2�#*H

��	 ����	�� �� ����� 
	��� �� %����	 2���� ����!	 ��	 ��� ��
	� ���	��	� �	��	���!���� �� ��	 
/�
��' ��	�
�	��	���!���� �� ��	 �
�� !���	!���� ��	 ��� �����	��

�-*



������ ���
	 "����	��� ��		���  �	� A = 1� α = 0� ��� D = λo/2�

(�
� �9 A = 1< α = π< ��� D = λo/2 3�B��� ��������� ������
< 
��	�� λoC� ���
�< ��� 
��������
�), ���
��
 ���4��4���
�5

��	 ��������� ����	�� ��

p(θ, φ) =
[
1 + 1 + 2 cos

(
π +

λo
2

2π
λo

cosφ
)]

sin2 θ/ (1 + 1)2

=
[1 − cos(π cosφ)] sin2 θ

2
G2�*0H

���� �� ����� �� %����	 2���� ����!	 ���� ��� ��	 ��
	� ��	 ���	��	� ����� ��	 
/�
�� G������	� �� ��	 �
��
!���	!���� ��	 ��� �����	�H�

(�
� �9 A = 1< α = π< ��� D = 3λo/2 3�B��� ��������� ������
< 
��	�� �λoC� ���
�< ���

�������� �), ���
��
 ���4��4���
�5

��	 ��������� ����	�� ��

p(θ, φ) =
[
1 + 1 + 2 cos

(
π +

3λo
2

2π
λo

cosφ
)]

sin2 θ/ (1 + 1)2

=
[1 − cos(3π cosφ)] sin2 θ

2
G2�*�H

��	 ��������� ����	�� ��� ����� ��
 ������!� ��
	� G%����	 2���H�

�#0



������ ����	 "����	��� ��		���  �	� A = 1� α = π� ��� D = λo/2�

(�
�  9 A = 1< α = π/2< ��� D = λo/2 3�B��� ��������� ������
< 
��	�� λoC� ���
�< ���

�������� &, ���
��
 ���4��4���
�5

��	 ��������� ����	�� ��

p(θ, φ) =
[
1 + 1 + 2 cos

(
π

2
+
λo
2

2π
λo

cosφ
)]

sin2 θ/ (1 + 1)2

=
[1 − sin(π cosφ)] sin2 θ

2
G2�*�H

��	 ����	�� ��� ��� ���� ��
	� ��� ��	 �����	� ��
	 G%����	 2��"H�

(�
� !9 A = 2< α = 0< ��� D = λo 3���B��� ��������� ������
< 
��	�� λo ���
�< ��� 
��������
��4���
�5

��	 ��������� ����	�� ��

p(θ, φ) =
[
1 + 4 + 4 cos

(
λo

2π
λo

cosφ
)]

sin2 θ/ (1 + 2)2

=
[5 + 4 cos(2π cosφ)] sin2 θ

9
G2�*�H

��	 ����	�� �� ����� �� %����	 2��2�

��������������

�#�



������ ����	 "����	��� ��		���  �	� A = 1� α = π� ��� D = 3λo/2�

�6'��7� �8�9
+����	 ���� ,�� ��	 ����� � ���/�����	 ���	��� ����, �� �������� � � 5E9 +5 ������� <��� ���	����

��	 2 � ����� (����	 � �� 	��� �. �����	 � 
, � ������!	 7� ��	 !���	�� A����� �� �����	 � �� I1(t) = 5 cos(ωt)
+' ��� ��	 !���	�� �� �����	 � �� I2(t) = 5 cos(ωt+ 90◦) +� 1��� �� ��	 ������� ���!��� ( G�� �	�	��H ��
���� �� ������ �� 
����!��� �� ��	 	���8

.�������9
1	 @��� �	� �� � !��������	 �,��	� ���� !���	������ �� ��	 ���	!����� �����' �����' 	���' ��� �	��� 1	

��	 !��!	��	� ���� ��������� ����� ��	 	����6� ���.�!	' �� �	 .�!�� �� ��	 
/, ����	 Gθ = 90◦' �		 %����	
2��H� %�� !��)	��	�!	' �	 !����	 	��� �� 
	 ��	 S
/���	!���� Gφ = 0◦H ��� ����� �� 
	 ��	 S,/���	!����
Gφ = 90◦H' �� ����� �� %����	 2��-� ��	 ������ !���	��� .�� ��	 ��� �����	� ��	 I1 = 5 + ��� I2 = 5ejπ/2

+' ���!� ,�	���

Aejα =
d2I2
d1I1

=
(6)
(
5ejπ/2

)
(6) (5)

= ejπ/2

%��� ���� �	 �		 ���� A = 1 ��� α = π/2� ����!	 ���� ��	 ����)����� �	����� �. ��	 �����	� �� ��� ����	�'
���, ��	 ������ ��	 ���	 �� ���	 �. ��	 !���	�� ��������	�� 1	 ��	 ���	�	��	� �� ��	 ���	��� ����	�� �� ��	
	���' �� �	 ��
������	 θ = 90◦ ��� φ = 0◦ ���� ��	 ���	��� ����	�� G47������ 2�##H' ���!� ��	� �	��!	� ��

p(90◦, 0◦) =

{
1 + 12 + 2 (1) cos[π/2 +Dko cos(0◦)]

}
sin2 (90◦)

(1 + 1)2

=
1
2

+
1
2

cos(π/2 +Dko)

�#�



������ ���
	 "����	��� ��		���  �	� A = 1� α = π/2� ��� D = λo/2�

��	�	 k = 2π/λ� ���� ���� 	7��� 9	�� ���, �. cos(π/2 + Dko) = −1� ��	 �������� .�� 7 ��	� ���!		�� ��
.������;

cos(π/2 + 2πD/λo) = −1

π/2 + 2πD/λo = ...− 3π,−π, π, 3π...

1/2 + 2D/λo = ...− 3,−1, 1, 3...

2D/λo = ...− 7
2
,−3

2
,
1
2
,
5
2
...

D/λo = ...− 7
4
,−3

4
,
1
4
,
5
4
...

1��!� )���	 �� �	 !����	8 $��!	 D !����� 
	 �	����)	 ��� �	 ���� ��	 �����	�� �����
�	 ������!	' �	
!����	 D/λo = 1/4� +� � .�	7�	�!, �. � 5E9' ��	 ��)	�	���� �� .�		 ���!	 �� λo = c/f = 3×108/106 = 300
�� ��	�	.��	 ��	 ������!	 D �� �	�	�� ��

D =
λo
4

=
300
4

= 75 meters

��	 ��������� ����	�� .�� A = 1' α = π/2' ��� D = λo/4 �� ����� �� %����	 2��#� ����!	 ���� ��� �. ��	
��������� �� !��@�	� �� ��	 /
/���	!����' ���!� �� �� ��	 �	�� �� ��� 	
����	� ���� �,�	 �. ����	�� �� !���	�
� �!���������

�#�



������ ����	 "����	��� ��		���  �	� A = 2� α = 0� ��� D = λo�

$�$ %���
���� ��������

?��� ��	 !����	���� �. ���� !����	�' ,�� ������ 
	 �
�	 ��;

• (	�!��
	 ��	 ��C	�	�!	 
	��		� ��	 �!���� ��� )	!��� ���	�����' ��� ��, ��	�	 ���	������ ��	 �������!	�
�� ��	 	�	!�������	��! @	�� ���������

• ?��	������ ��	 �	��)����� �. ��	 �������	�	��� ��)	 	7������� ��� ��	 ��������� �� ��	�	 	7��������

• %�� � �����	 E	��9��� (����	;

A (	��)	 ��	 	�	!�������	��! @	��� ���� ��	 ������	� 
, ��	 �����	�

A ?��	������ ��	 ��C	�	�!	 
	��		� ��	 ��	��/@	��� ��� �.��/@	��� �	������

A (	�!��
	 ��	 @	��� ��� ���	� A�� �� ��	 �	��/ ��� .��/@	�� �	������

• ?��	������ ��	 !��!	��� �. �������� ���� ��� ��������� �	������!	�

• ���!����	 ��� ���	���	� ��������� ����	����

• ?��	������ ��	 !��!������� �. ��������� ����	��� .�� ����,� �. ��� E	��9��� �����	��

�#�



������ ����	 6����� ����� ��� =!����� @�-�

������ ����	 "����	��� ��		��� ��� ��	���� ����� �� =!����� @�- )A = 1� α = π/2� ��� D = λo/4*�

�#"



�#2



�������� �

 ���������� 
�� �	����� !

�#-



��� ��� � �
�!� �" ��� �
��� �
����� �" �)� �����
�

%�������� �� ��	 ����. ���� ��	 �)	���	 �. ��	 !���� �����!� �. ��� )	!���� !�� 
	 ���	!��, !��!����	� .���

��	�� ������ �	��	�	��������� %����' �	�����	
�

A(t) = Re{
�

Aejωt} ���� �	�� ��� ��������, �����
�

A(t) = Re
{(�
AR + j

�

AI

)
[cos(ωt) + j sin(ωt)]

}

=
�

AR cos(ωt) −
�

AI sin(ωt) G+��H

��	�	
�

AR ���
�

AI ��	 ��	 �	�� ��� ��������, �������� �. ��	 )	!��� ������
�

A' �	��	!��)	�,� :�>	���	'
�

B(t) =
�

BR cos(ωt) −
�

BI sin(ωt)� ��	 !���� �����!� ��
�

A(t) ×
�

B(t) =
[�
AR cos(ωt) −

�

AI sin(ωt)
]
×
[�
BR cos(ωt) −

�

BI sin(ωt)
]

=
(�
AR ×

�

BR

)
cos2(ωt) +

(�
AI ×

�

BI

)
sin2(ωt)

− 1
2

(�
AR ×

�

BI +
�

AI ×
�

BR

)
sin(2ωt) G+��H

1	 ��)	 ���	��, ����� ���� 〈sin(2ωt)〉 = 0' �� ��	 �)	���	 )���	 �. ��	 !���� �����!� �� �����,〈�
A(t) ×

�

B(t)
〉

=
〈(�
AR ×

�

BR

)
cos2(ωt) +

(�
AI ×

�

BI

)
sin2(ωt)

〉
G+��H

���� �	���������� �� .����	� ������@	� 
, ������ ���� 〈cos(ωt)2〉 = 〈sin(ωt)2〉 = 1/2' ��� ����
�

AR'
�

AI '
�

BR'

���
�

BI ��	 !������� )	!����' �� ��	 ���	 �)	���	 �	��!	� ��〈�
A(t) ×

�

B(t)
〉

=
1
2

(�
AR ×

�

BR +
�

AI ×
�

BI

)
G+��H

��� ���	 ��	 .��������;

1
2

(�
A×

�

B
∗)

=
1
2

(�
AR + j

�

AI

)
× 1

2

(�
BR − j

�

BI

)

=
1
2

(�
AR ×

�

BR +
�

AI ×
�

BI

)
+ j

1
2

(�
AI ×

�

BR −
�

AR ×
�

BI

)
G+�"H

$� ��	 �	�� ���� �. 1
2 (

�

A×
�

B
∗
) 	7���� 〈

�

A(t) ×
�

B(t)〉' ��� ��	�	.��	
〈�
A(t) ×

�

B(t)
〉

=
1
2
Re
{�
A×

�

B
∗}
. G+�2H

�##
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3�� ����#;�
����� ��
� �" (�	)���*� &+�������

�� !��)	�� 5�
�	��6� 	7������� ���� ���	/�������! .���' ���	 ���� ��	 ���	/������ @	��� ��	 �	���	� �� ��	
������ @	��� �� .������;

�

E
(�
r, t
)

= Re
{�

Eejωt
}
,

�

B(
�
r, t) = Re

{�

Bejωt
}

G<��H

$�
������	 ��	�	 ���� ��	 !��� 	7������ ∇×
�

E(
�
r, t) = −∂

�

B(
�
r, t)/∂t;

∇×
�

E
(�
r, t
)

= Re
{
∇×

�

Eejωt
}

= Re
{
−jω

�

Bejωt
}

G<��H

�� ��	�	.��	
Re
{(

∇×
�

E + jω
�

B
)
ejωt
}

= 0 G<��H

���� 	7������ ���� ���� .�� ��� ���	' �� �	 ��)	 Re{∇×
�

E+ jω
�

B} = 0� +� ���	 t = to+π/2ω ��	 	7������
,�	���

Re
{
∇×

�

Eejπ/2ejωto + jω
�

Bejπ/2ejωto
}

= Re
{
j
(
∇×

�

E + jω
�

B
)
ejωto

}
= 0 G<��H

���� 	7������ ���� ���� ���� .�� ��� ���	 G��, )���	 �. toH� 3� ��������' .�� � !����	
 ���
	� c = a+ jb'
�	 ��)	 Re{jc} = −b = −Im{c}' �� �� .������ ����

Im
{
∇×

�

E + jω
�

B
}

= 0 G<�"H

���
����� ��	 �	����!���� �� ��	 �	�� ���� ��� ��	 ��������, ���� ��	� �� .������ ����

∇×
�

E + jω
�

B = 0 G<�2H

+�������� �����	��� ��	 ��	� �� !��)	�� ��	 �	������� 	7��������

3�� -���
�� �������� �" ��� ;�������1 &+������

$�
��������� ��	 ������ @	��
�

E = Exx̂ + Ey ŷ + Ez ẑ ���� ��	 E	������9 	7������ ��� �	�������� ��	 
/' ,/
��� 9/!�����	���' �	 �
����

∇2Ex + k2Ex = 0
∇2Ey + k2Ey = 0
∇2Ez + k2Ez = 0

G<�-H

�� ���)	 ��	�	 ������� ��C	�	����� 	7�������' ����, ��	 �	���� �. �	�������� �. )����
�	�� ?���� ��	 
/
!�����	�� �� �� 	
����	' �����	 ���� ��	 	�	!���! @	�� !�����	�� !�� 
	 �����	� �� � �����!� �. ���		
.��!����� �G�H' �G�H ��� �G�H' ��	�

Ex = f(x)g(y)h(z) G<�#H

$�
��������� ���� @	�� �� ��	 E	������9 	7������ .�� ��	 
/!�����	�� ��)	� (∂2f/∂x2)gh + f(∂2g/∂y2)h+
fg(∂2h/∂z2) + k2fgh = 0 ���!� �	��!	� ��

∂2f

∂x2

1
f(x)

+
∂2g

∂y2

1
g(y)

+
∂2h

∂z2

1
h(z)

+ k2 = 0 G<�*H

���	 ���� ��	 @��� �	�� ���� 
	 � .��!���� �. �' ��	 �	!��� � .��!���� �. �' ��	 ����� �	�� � .��!���� �. �' ���
��	 .����� �	�� �� � !�������� ��	 ���, ��, ���� ���� �	���������� !�� 
	 �����@	� �� �. 	�!� �	�� �� 	7��� ��
� !�������' ��!� ����

∂2f

∂x2

1
f(x)

= −k2
x,

∂2g

∂y2

1
g(y)

= −k2
y,

∂2h

∂z2

1
h(z)

= −k2
z G<��0H

�*0



��� k2
x + k2

y + k2
z = k2� ��	 ��������� �� ��	�	 	7������� ��	 �� .������;

f(x) = a1e
−jkxx + a2e

jkxx

g(y) = b1e
−jkyy + b2e

jkyy

h(z) = c1e
−jkzz + c2e

jkzz
G<���H

�	�	�
	� ���� Ex = f(x)g(y)h(z)' �� ��	�	.��	

Ex = A1e
−j

�

k·�r x̂+A2e
+j

�

k·�r x̂ G<���H

��	 @��� �	�� �� � ��)	 ����������� �� ��	 S
�

k ���	!����' ��� ��	 �	!��� �� ����������� �� ��	 �������	
���	!����� $������ ��������� !�� 
	 �
����	� .�� ��	 ,/ ��� 9/!�����	���' ���!� !�� 
	 !��
��	� �� ,�	��

�

E =
�

A1e
−j

�

k·�r +
�

A2e
+j

�

k·�r G<���H

+����	� ��, �� @�� ��	 �������� �� �� ���� ����
�

Eoe
−j

�

k·�r �� � �������� �. ��	 E	������9 	7�������
$��!	 ��������� �� ������� ��C	�	����� 	7������� ��	 ���7�	' ���� ��	� ���)	� ��	 ��������� %����' ��)��	 ��	
E	������9 )	!��� 	7������ ���� � �!���� 	7�������; ��	 .�� Ex' ��	 .�� Ey' ��� �����	� .�� Ez � %�� 	
����	'
����,��� ��	 
/!�����	�� Ex = E��e

−j(kxx+kyy+kzz) ��� 	)��������

∇2Ex =
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
E��e

−j(kxx+kyy+kzz) G<���H

,�	���
∇2Ex = −

(
k2
x + k2

y + k2
z

)
E��e

−j(kxx+kyy+kzz) = −k2Ex G<��"H

���!� �	���
∇2Ex + k2Ex = 0 G<��2H

$������ ����.� ��	 ��	� .�� ��	 �	������� Ey ��� Ez !�����	����

3�� 5
���!������/ �" ,� � �����
 ��� &����
�� �����

%����' �	����	 ∇ ·
�

E �� ∇ ·
�

Eoe
−j

�

k·�r ��	�	
�

Eo = Exx̂ + Ey ŷ + Ez ẑ �� ��	 ��������	 �. ��	 ��)	� ��	�' �	
��)	

∇ ·
�

E =
(
∂

∂x
x̂+

∂

∂y
ŷ +

∂

∂z
ẑ

)
·
(
Exe

−j
�

k·�r x̂+ Eye
−j

�

k·�r ŷ + Eze
−j

�

k·�r ẑ
)

G<��-H

��� �	!��� ����
�

k ·
�
r = kxx+ kyy + kzy� ���	 ���� ��� Ex' Ey' ��� Ez ��	 �� ����	� .��!����� �. ���������

4)�������� ��	 ��� �����!� ��	� ,�	���;

∇ ·
�

E =
∂

∂x
Exe

−j
�

k·�r x̂+
∂

∂y
Eye

−j
�

k·�r ŷ +
∂

∂z
Eze

−j
�

k·�r ẑ

= −jkxExe−j
�

k·�r − jkyEye
−j

�

k·�r − jkzEze
−j

�

k·�r

= −j (kxx̂+ ky ŷ + kz ẑ) ·
(
Exe

−j
�

k·�r x̂+ Eye
−j

�

k·�r ŷ + Eze
−j

�

k·�r ẑ
)

= −j
�

k ·
�

E G<��#H

��� ���!	 �� .�		 ���!	 ∇ ·
�

E = 0 �� .������ ����
�

k ·
�

E = 0

��	�	.��	
�

k ���
�

E ��	 �����������

�*�



3�� ����� ,� �� �� � -��� ��������


3� � ���� !����!���' σ/(ωε) � 1 ��� ��	 ����������� !������� kc �� �����
����	� ��

kc ≈ ω
√
μoε

√
−j σ

ωε
=

√
ωμoσ

(
1 − j√

2

)
= β − jα G<��*H

����� ��	 .�!� ����
√
−j = (1 − j)/

√
2� ��	�	 ��	 ���	 �	����� �� ���� �	��)����� ���� �		� ���	������ ��	

!����	
 ���
	� −j �� ����� .��� ��
− j = e−jπ/2 G<��0H

��� ��� �7���	 ���� �� √
e−jπ/2 = ±e−jπ/4 = ± (1 − j) /

√
2 G<���H

1��!� ���� ������ �	 !����	 �� ���� !��	8 3� ���� !��	' �	 ���� !����	 ��	 ���� �. ��	 ��������, ������� ��

	 �	����)	 ��!� ���� ��	 ��)	 ���	����	�� ��	�	.��	' ��	 ������)	 ���� �� !���	��

3�� ��)�
 ���) �� ����� ,� ��

>�'�� 5� � 0������� -����	

+������� ����������� �� ��	 9/���	!����' ��	 !����	
 ��,����� )	!��� !�� 
	 �����	� ��

�

Sc =
�

E ×
�

H
∗

=
�

Eoe
−jkz ×

(�

Hoe
−jkz

)∗
=

�

Eoe
−jkz ×

(�

H
∗
oe

+jkz
)

=
�

Eo ×
�

H
∗
o G<���H

3� ��������' �	 >��� ����
�

H = (1/η)(k̂ ×
�

E) ��	�	 k̂ = ẑ .�� ����������� �� ��	 9/���	!����� E��	)	�' �	

!�� .�!��� ��� e−jkz .��� 	�!� ���	 �� �
����
�

Ho = (1/η)(ẑ ×
�

Eo)� ��	�	.��	' ��	 !����	
 ��,����� )	!���
!�� 
	 	
��	��	� ��

�

Sc =
�

Eo ×
�

H
∗
o =

[
�

Eo ×
(
ẑ ×

�

Eo
η

)∗]
=

1
η∗

[
�

Eo ×
(
ẑ∗ ×

�

E
∗
o

)
] G<���H

%�� � �����	�� ���	���� ��	 ��)	 ���	���!	 �� �	�� ��� η∗ = η� +���' ẑ∗ = ẑ �� ��	 !����	
 ��,����� )	!���

	!��	�

�

Sc =
1
η
[
�

Eo ×
(
ẑ ×

�

E
∗
o

)
] G<���H

?���� ��	 �����	/�����!� ��	����,
�

A× (
�

B ×
�

C) =
�

B(
�

A ·
�

C) −
�

C(
�

A ·
�

B)' �	 !�� ����	

�

Sc =
1
η
[ẑ
(�
Eo ·

�

E
∗
o

)
−

�

E
∗
o(

�

Eo · ẑ)] G<��"H

$��!	 ��	 	�	!���! @	�� ���� 
	 ���������� �� ��	 ���	!���� �. �����������'
�

Eo · ẑ = 0� ���� 	
��	����� ��	�
������@	� ��

�

Sc =
1
η

(�
Eo ·

�

E
∗
o

)
ẑ =

|
�

Eo|2
η

ẑ G<��2H

��	 ���	/�)	���	� ���	� A�� �� ��	�

〈�
S
〉

=
1
2
Re
{ �

Sc

}
=

1
2
Re
{
|
�

Eo|2
η

ẑ

}
=

|
�

Eo|2
2η

ẑ G<��-H

�*�



>�'�� 5� � 0���% -����	

3� � ����, �	����' ��	 ���	/�)	���	 �� ����� ��)	� 
, 〈
�

S〉 = 〈
�

E ×
�

H〉 = 1
2Re{

�

Sc}� +������� ����������� ��
��	 9/���	!����' ��	 !����	
 ��,����� )	!��� ��;

�

Sc =
�

E ×
�

H
∗

=
�

Eoe
−jkcz ×

(�

Hoe
−jkcz

)∗
G<��#H

1	 !�� ����	 ��	 !����	
 ����������� !������� �� kc = β − jα' �� ��	�	.��	 �	 �
����

�

Sc =
(�
Eoe

−αze−jβz
)
×
(�

Hoe
−αze−jβz

)∗

=
(�
Eoe

−αze−jβz
)
×
(�

H
∗
oe

−αze+jβz
)

= e−2αz
(�
Eo ×

�

H
∗
o

)
G<��*H

3� � ����, ���	����' ��	 	�	!���! ��� ����	��! @	��� ��	 �	���	� 
,
�

H = (1/ηc)(ẑ ×
�

E) .�� ����������� ��
��	 9/���	!����' ��	�	 ηc �� ��	 !����	
 ��)	 ���	���!	� <��' �	 !�� .�!��� ��� e

−jkcz .��� 	�!� ���	 ��

�
����
�

Ho = (1/ηc)(ẑ ×
�

Eo)� ��	�	.��	' ��	 !����	
 ��,����� )	!��� !�� 
	 	
��	��	� ��

�

Sc = e−2αz(
�

Eo ×
�

H
∗
o) = e−2αz[

�

Eo ×
(
ẑ ×

�

Eo
ηc

)∗

] =
e−2αz

η∗c
[
�

Eo ×
(
ẑ ×

�

E
∗
o

)
] G<��0H

?���� ��	 �����	/�����!� ��	����,
�

A× (
�

B ×
�

C) =
�

B(
�

A ·
�

C) −
�

C(
�

A ·
�

B)' �	 !�� ����	

�

Sc =
e−2αz

η∗c
[ẑ
(�
Eo ·

�

E
∗
o

)
−

�

E
∗
o(

�

Eo · ẑ)] G<���H

$��!	 ��	 	�	!���! @	�� ���� 
	 ���������� �� ��	 ���	!���� �. �����������'
�

Eo · ẑ = 0' ��� ��	 	
��	�����
������@	� ��

�

Sc =
e−2αz

η∗c

(�
Eo ·

�

E
∗
o

)
ẑ =

e−2αz|
�

Eo|2
η∗c

ẑ G<���H

��	 ���	 �)	���	 ���	� A�� �� ��	�;

〈�
S
〉

=
1
2
Re
{ �

Sc

}
=
e−2αz|

�

Eo|2
2

Re
{

1
η∗c

}
ẑ G<���H

:	����� ηc = |ηc|e+jφ' ���� !�� 
	 �	�����	� ��

〈�
S
〉

=
e−2αz|

�

Eo|2
2

Re
{

1
|ηc| e−jφ

}
ẑ =

e−2αz|
�

Eo|2
2 |ηc|

Re {cos(φ) + j sin(φ)} ẑ

=
e−2αz|

�

Eo|2
2 |ηc|

cos(φ)ẑ G<���H

�*�
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��� 9�<������ ���=����� "
�� � 4������
��' 
�
��� %��������

+���,��� ��	 
������, !�������� .�� ��	 ����	����� 	�	!���! @	�� ,�	���

Ei + Er = Et G���H

����	 ����,��� ��	 
������, !�������� .�� ��	 ����	����� ����	��! @	��� ��)	�

− Ei
ηo

+
Er
ηo

= −Et
η2

G���H

$�
��������� Et .��� 47������ ��� ���� 47������ ��� ,�	���

− Ei
ηo

+
Er
ηo

= − 1
η2

(Ei + Er) G���H

�	���������' �	 @�� (
ηo
η2

− 1
)
Ei =

(
−ηo
η2

− 1
)
Er G���H

$��)��� .�� ��	 �	A	!���� !�	F!�	�� ,�	���

Γ =
Er
Ei

=
η2 − ηo
η2 + ηo

G��"H

�� @�� ��	 ������������ !�	F!�	�� .�� ��	 	�	!���! @	���' �	 ��	 47������ ��� �� @��

T =
Et
Ei

=
Er + Ei
Ei

= Γ + 1 G��2H

��	� .��� 47������ ��" �	 ��)	

Γ + 1 =
η2 − ηo
η2 + ηo

+
η2 + ηo
η2 + ηo

=
2η2

η2 + ηo
G��-H

��� ��
"��� ��

��� �� ��� %���
"��� �" � ��
"��� ��������


%��� ��	 �	
�' ��	 ����� !���	�� �	� ���� ����� �	�� ��	 ���.�!	 �. � ���� !����!��� ��

�

J ��� =
σ2T Ei
jkc

ŷ =
σ2Ei
jkc

2ηc
ηo + ηc

ŷ G��#H

<��' �	!��� ����' .�� � ���� !����!���'

kc ≈ 1/δ + j/δ and ηc ≈ (1 + j) /δσ2 G��*H

��	�	.��	'

�

Js = lim
σ2→∞

�

J ��� = lim
σ2→∞

σ2Ei
1
δ + j 1

δ

2 1+j
δσ2

ηo + 1+j
δσ2

ŷ = lim
σ2→∞

Ei
1+j
δ

2 1+j
δ

ηo + 1+j
δσ2

ŷ

= lim
σ2→∞

2Ei
ηo + 1+j

δσ2

ŷ = lim
σ2→∞

2Ei
ηo +

√
ωμoσ2

2
1+j
σ2

ŷ

=
2Ei
ηo

ŷ G���0H

�*2



��� �( 9�<������ ��� �
���������� ���=������

����� !���"����� �( ���E������ �� ���	� �( 1������� +����

%�� ��	 �5 !��	' ��	 	�	!���! @	�� �	A	!���� !�	F!�	��� Γ�� ��� T�� ��	 �	���	� �� ��	 ����	��! @	��
!�	F!�	��� r12 ��� t12' �� ��	 .�������� ��,� ���������� ��	 �������� �	 ��)	 
		� ����� �� �����	� �' ��	
��!��	��' �	A	!�	�' ��� ���������	� ����	��! @	��� ��	

�

H1+ = A1e
−jβ1ze−jκxŷ = Hie

−jβ1ze−jκxŷ G����H

�

H1− = B1e
+jβ1ze−jκxŷ = Hre

+jβ1ze−jκxŷ G����H

�

H2+ = A2e
−jβ2ze−jκxŷ = Hte

−jβ2ze−jκxŷ G����H

��	 ��!��	��' �	A	!�	�' ��� ���������	� 	�	!���! @	��� ��	

�

E1+ = A1

(
β1

ωε1
x̂− κ

ωε1
ẑ

)
e−jβ1ze−jκx

= A1η1

(
β1

k1
x̂− κ

k1
ẑ

)
e−jβ1ze−jκx G����H

�

E1− = B1

(
− β1

ωε1
x̂− κ

ωε1
ẑ

)
e+jβ1ze−jκx

= B1η1

(
−β1

k1
x̂− κ

k1
ẑ

)
e+jβ1ze−jκx G���"H

�

E2+ = A2

(
β2

ωε2
x̂− κ

ωε2
ẑ

)
e−jβ2ze−jκx

= A2η2

(
β2

k2
x̂− κ

k2
ẑ

)
e−jβ2ze−jκx G���2H

3� �	��)��� ��	 �
�)	 	
��	������' �	 ��)	 ��	� ��	 .�!� ���� k/ωε = ω
√
μoε/ωε = η' ��� ��)	 �����	� ��	

@	��� ��!� ���� �� ��	 @��� 	
��	������' ��	 )	!��� �� ���	���	��� �� � ���� )	!��� �������� �� ��	 ���	!����
�. ��	 @	�� )	!��� G!�	!> .�� ,����	�. ���� ��	 ��������	 �� ����,H� 1������ ��	 @	��� ���� ��, �	)	��� ����
��	 ��������	� �. ��	 ��!��	��' �	A	!�	�' ��� ���������	� 	�	!���! @	��� ��	 Ei = A1η1' Er = B1η1' ���
Et = A2η2' �	��	!��)	�,� ��	�	.��	' ��	 �	A	!���� ��� ������������ !�	F!�	��� �� �	��� �. ��	 	�	!���! @	��
��	;

Γ�� =
Er
Ei

=
B1η1
A1η1

= r12 G���-H

T�� =
Et
Ei

=
A2η2
A1η1

=
η2
η1
t12 =

n1

n2
t12 G���#H

�*-



����� $�������� !���"����� �( ��<������?�����	������ ���E������

3� �� ������!��)	 �� �	��)	 ��	 	
��	����� .�� Γ�� ��� T�� 
, �������� ���� ��	 	�	!���! @	���;

�

E1 =
[
Ae1e

−jβ1z û+ +Be1e
+jβ1zû−

]
e−jκx G���*H

���
�

E2 =
[
Ae2e

−jβ2z û+ +Be2e
+jβ2zû−

]
e−jκx G���0H

��	�	 û+ �� � ���� )	!��� ���� �� �	��	���!���� ��	 ��!��	�� ��)	 )	!���'
�

k��������D κx̂ + β1ẑ, ��� û− �� �

���� )	!��� �	��	���!���� �� ��	 �	A	!�	� ��)	 )	!���'
�

k��������D κx̂ − β1ẑ� ��� ���!���� ��	 ����	�����
	�	!���! @	�� ��� ����	��! @	��� �� ��	 ���	�.�!	 G�� 9 D 0H �� .������ ����

(
Ae1
Be1

)
=
(
β1/n1 β1/n1

n1 −n1

)−1(
β2/n2 β2/n2

n2 −n2

)(
Ae2
Be2

)
G����H

���� �	���������� !�� ���� 
	 �����	� ��(
Ae1
Be1

)
=

1
T��

(
1 Γ��

Γ�� 1

)(
Ae2
Be2

)
G����H

��	�	

Γ�� =
Er
Ei

=
ε1β2 − ε2β1

ε2β1 + ε1β2
G����H

���

TTM | =
Et
Ei

=
2ε2β1

ε2β1 + ε1β2
G����H

����� $�������� !���"����� �( ���E����� �����������


��	 �	���������� 
	��		� ��	 �5 	�	!���! @	�� �	A	!���� !�	F!�	���' Γ�� ��� T��' !�� 
	 �
����	� 
,
���!���� ��	 ����	����� 	�	!���! @	��� �� ��	 ���	�.�!	 
	��		� ��	 ��� �	���� �	��	�	����� ��	 ��������	
�. ��	 ��!��	�� @	�� �� Ei' ��	 ��������	 �. ��	 �	A	!�	� @	�� �� Er ' ��� ��	 ��������	 �. ��	 ���������	�
@	�� �� Et' ��	� ���!���� ��	 ����	����� @	�� !�����	��� �� ��	 ���	�.�!	 ,�	���

Ei cos θ1 + Er cos θ1 = Et cos θ2 G���"H

$�
��������� Er = Γ��Ei ��� Et = T��Ei ��� �	���������' �	 @��

1 + Γ�� =
cos θ2
cos θ1

T�� G���2H

�	
�' ����� ��	 ��������	���! ��	����, sin2 θ + cos2 θ = 1' 47������ ���2 !�� 
	 �	�����	� ��

1 + Γ�� =

√
1 − sin2 θ2

1 − sin2 θ1
T�� G���-H

%��� $�	��6� ���' n1 sin θ1 = n2 sin θ2' ���!� �� ��	� �� �	��)	 ��	 @��� .���

1 + Γ�� =

√
1 − sin2 θ1

1 − sin2 θ1

√
n2

1

n2
2

T�� =
n2

1

n2
2

T�� G���#H

�*#



��� 4�
� ����� �" 3
�)���
*� ��!��

%��� ��	 !�������� .�� <�	���	�6� ����	 �	 ��)	 ε2β1 = ε1β2 ���!� !�� 
	 �	�����	� �� �	��� �. ��	 ����	�����
��)	)	!��� !�����	�� ��;

ε2
√
k2
oε1 − κ2 = ε1

√
k2
oε2 − κ2 G���*H

$7������ 
��� ���	� ��� �	��������� �	 �
����(
ε22ε1 − ε21ε2

)
k2
o =

(
ε22 − ε21

)
κ2 G���0H

$��)��� .�� κ �	 �
����

κ = ko

√
ε22ε1 − ε21ε2
ε22 − ε21

= ko

√
ε1ε2
ε1 + ε2

G����H

1	 !�� ����	 ��	 ����	����� !�����	�� �� �	��� �. ��	 ��!��	�� ����	' θB' ��

κ = ko
√
ε1 sin θB G����H

47������ ��	 �����/���� ���	� �. 47������� ���� ��� ���� ��� ���)��� .�� sin θB �	 @��

sin θB =
√

ε2
ε1 + ε2

G����H

$��!	 sin2 θ + cos2 θ = 1' �	 !�� ���� �
���� ��	 .��������;

cos θB =
√

1 − sin2 θB =
√

1 − ε2
ε1 + ε2

=
√

ε1
ε1 + ε2

G����H

?���� 47������� ���� ��� ����' �	 @��

tan θB =
sin θB
cos θB

=
√
ε2
ε1

G���"H

��� ��)�
 �����
 ����� �� �� %���
"��� >�& ����?

47������ ��	 ���	/�)	���	' 9/���	!�	� ���	� �� ��	 ���	�.�!	 ,�	���

β1 − β1|Γ��|2 = Re {β∗
2} |T��|2 G���2H

$�
��������� ��	 	
��	������ .�� Γ�� ��� T�� ,�	���

β1 − β1

∣∣∣∣β1 − β2

β1 + β2

∣∣∣∣
2

= Re {β∗
2}
∣∣∣∣ 2β1

β1 + β2

∣∣∣∣
2

G���-H

$��!	 |x|2 = xx∗ ��� β∗
1 = β1' 47������ ���- !�� 
	 �	�����	� ��

1 −
(
β1 − β2

β1 + β2

)(
β1 − β∗

2

β1 + β∗
2

)
=

Re {β∗
2}

β1

(
2β1

β1 + β2

)(
2β1

β1 + β∗
2

)
G���#H

����,��� ��� ��	 ��������!����� ��� ������.,��� ,�	���

β2
1 + β1β2 + β1β

∗
2 + β2β

∗
2 −
(
β2

1 − β1β2 − β1β
∗
2 + β2β

∗
2

)
= 4β1Re {β∗

2} G���*H

���!� ������@	� .����	� ��
2β1(β2 + β∗

2 ) = 4β1Re {β∗
2} G���0H

���	 ���� β2 + β∗
2 = 2Re{β∗

2}' �� ���� ���	� �� !���	�)	� �!���� ��	 ���	�.�!	�

�**
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47������ ��	 ���	/�)	���	' 9/���	!�	� ���	� �� ��	 ���	�.�!	 ,�	���

β1 − β1|Γ��|2 = Re {β∗
2} |T��|2 G����H

$�
��������� ��	 	
��	������ .�� Γ�� ��� T�� ,�	���

β1 − β1

∣∣∣∣ε2β1 − ε1β2

ε2β1 + ε1β2

∣∣∣∣
2

= Re {β2}
∣∣∣∣
√
ε1
ε2

2ε2β1

ε2β1 + ε1β2

∣∣∣∣
2

G����H

$��!	 |x|2 = xx∗ ��� β∗
1 = β1' 47������ ���� !�� 
	 �	�����	� ��

1 −
(
ε2β1 − ε1β2

ε2β1 + ε1β2

)(
ε2β1 − ε1β

∗
2

ε2β1 + ε1β∗
2

)

=
Re {β2}
β1

(
ε1
ε2

)(
2ε2β1

ε2β1 + ε1β2

)(
2ε2β1

ε2β1 + ε1β∗
2

)
G����H

����,��� ��� ��	 ��������!����� ��� ������.,��� ,�	���

ε22β
2
1 + ε1ε2(β1β2 + β1β

∗
2) + ε21β2β

∗
2 −
[
ε22β

2
1 − ε1ε2(β1β2 + β1β

∗
2 ) + ε21β2β

∗
2

]
= 4ε1ε2β1Re {β2} G����H

���!� ������@	� .����	� ��
2ε1ε2β1(β2 + β∗

2) = 4ε1ε2β1Re {β2} G���"H

���	 ���� β2 + β∗
2 = 2Re{β2}' �� ���� ���	� �� !���	�)	� �!���� ��	 ���	�.�!	�
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4�� �
���!����� �������� �" � ��
����� ����� ,� �!����

��	 ����������� !������� �. ��	 ������	� ����	 ��)	����	 !�� 
	 �����	� �� �	��� �. ��	 !���C .�	7�	�!, ��
.������� ��	 ����������� !������� .�� ��	 m�� ���	 �. ��	 ������	� ����	 ��)	����	 ��

βm =
√
k2
1 − κ2 =

√
k2
1 − (mπ/a)2 = k1

√
1 − (1/k1)

2 (mπ/a)2

= k1

√
1 − [mπc/ (a2πf

√
εr)]

2 = k1

√
1 − [mc/ (2a

√
εrf)]2

= k1

√
1 − f2

c,m/f
2 G(��H

+�� ���!	 f = c/λ' �� .������ ����

f2
c,m/f

2 =
(
c/λ2

c,m

)2
/ (c/λ)2 = λ2/λ2

c,m G(��H

��	�	.��	 ��	 ����������� !������� !�� 
	 �	�����	� ��

βm = k1

√
1 − f2

c,m/f
2 = k1

√
1 − λ2/λ2

c,m G(��H

4�� -���� ,� ����!�� �� � ��
����� ����� ,� �!����

?���� ��	 �	����� .��� ��	 ��	)���� �	!����' ��	 ��)	�	���� �� ��	 9/���	!���� ��

λz =
2π
βm

=
2π

k1

√
1 − f2

c,m/f
2

=
2πλ

2π
√
εr
√

1 − f2
c,m/f

2
=

λ/
√
εr√

1 − f2
c,m/f

2
G(��H

4�� ����� �������/ �� � ��
����� ����� ,� �!����

��	 ����	 )	��!��, !�� ���� 
	 �	�����	� �� �	��� �. ��	 !���C .�	7�	�!,B��)	�	���� �� .������;

vp =
ω

βm
=

ω

k1

√
1 − f2

c,m/f
2

=
ωc

ω
√
εr
√

1 − f2
c,m/f

2

=
c/
√
εr√

1 − f2
c,m/f

2
G(�"H

?���� ��	 �	���� .��� 47������ (��' ��	 ����	 )	��!��, !�� 
	 �����	� ��

vp =
ω

βm
=

c/
√
εr√

1 − f2
c,m/f

2
=

c/
√
εr√

1 − λ2/λ2
c,m

G(�2H

�0�



4�� �& ;�������1 &+������ �� � ,� �!����

��	 E	������9 	7������ .�� ��	 �4 !��	 �� � ��	�	!���! ��)	����	 �� �	��)	� �� .������� %����' ��
������	 ��	

@	�� ��������
�

E = Ey(x)e−jβz ŷ ���� ��	 ��)	 	7������ ∇2
�

E + k2
�

E = 0� ���� ,�	���

∇2
[
Ey(x)e−jβz

]
+ k2[Ey(x)e−jβz

]
= 0 G(�-H

1������ ��� ��	 :����!��� ��	����� �	 @��(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)(
Eye

−jβz)+ k2
(
Eye

−jβz)
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)(
Eye

−jβz)+ (−jβ)2
(
Eye

−jβz)+ k2
(
Eye

−jβz) =

= ∇2
t

(
Eye

−jβz)+
(
k2 − β2

) (
Eye

−jβz) G(�#H

���� �� �����	� !����!��, ��

∇2
t

�

E +
(
k2 − β2

) �
E = 0 G(�*H

4�� ����
���� � �& ����� 4�
� ����� �� � �����
 ,� �!����

��	 @	�� ��������� .�� ��	 �4 ���	� �. � ��	�	!���! ������ ��)	����	 ��, 
	 �
����	� �� �� ���	�����)	
����	� 
, �	������� �� ��	 
���!��� ��)	 ��!���	 ����� �� %����	 (��� 3� 	�!� �	����' ��	 
���!���
������ ��� �������� ��)	� ��	 �	�!��
	� 
, ��	 	7�������

�

Eu = Ae−jκxe−jβz (upwardwave)
�

Ed = Ae+jκxe−jβz (downwardwave)
G(��0H

��	�	 + �� �� ��
�����, !�������� 3� ��	 ���	� !������� �	����' ��	�	 �� ���, �� ������ ���)	����� ��)	

������ ���	 <D�������  ���: ���	��� ��  ���������� �� � ������ ������	���  ��������� &�� �� ���� ���
�� � ���� '���� ��� ������	�� �� 	�� ��������	� 9�: ��� 9�:� ������	������

���� κ2 = −jγ2 ���!� �	��� �� � �	!�,��� 	
���	����� �������� �� � D �59�

�

E = Eoe
−γ2(x−a/2)e−jβz ŷ (x ≥ a/2) G(���H

$�������,' �� ��	 ���	� !������� ��	�	 �� ���, � �������� ��)	 ���� κ2 = −jγ2' ���!� �	��� ��

�

E = Eoe
+γ2(x+a/2)e−jβz ŷ (x ≤ −a/2) G(���H

�0�



3� ��	 !��	' 
��� �� ������ ��� �������� ���)	���� ��)	 	
���� ��>��� x = 0 �� � �	.	�	�!	 �����' ��	
��C	�	�!	 �� ����	' Δϕ' 
	��		� ��	 ������ ��� �������� ���)	����� ��)	� �� x = 0 ������ 
	 ��	/���. �.
��	 ����� �����/���� �!!������	� ����	' ���!� �� �πν� ��	 ����	 ��C	�	�!	 �� x = 0 !�� ��	� 
	 �����	� ��
Δϕ = 2πm .�� 	)	� )���	� �. ν' �� Δϕ = (2m+ 1)π .�� ��� )���	� �. ν' ��	�	 m = 0, 1, 2, 3...� 3� ���	� ��
�	���� ��	 �,��	��, �
��� x = 0' �	 ����, ���. �. ��	 ����	 ��C	�	�!	 �� ��	 ������ ��)	 ��� ���. �. ��	
����	 ��C	�	�!	 �� ��	 �������� ��)	� ��	�	.��	' .�� ���� ������ �. ν ��	 ����� @	�� �� ��	 !��	 ��

�

E���� =
�

Eue
−jΔϕ/2 +

�

Ede
+jΔϕ/2

= Ae−jκxe−jβze−jπm +Ae+jκxe−jβze+jπm

= ±
(
Ae−jκx +Ae+jκx

)
e−jβz = ±2A cos(κx)e−jβz G(���H

%�� ��� ������ �. ν ��	 ����� @	�� �� ��	 !��	 ��
�

E��� =
�

Eue
−jΔϕ/2 +

�

Ede
+jΔϕ/2

= Ae−jκxe−jβze−jπme−jπ/2 +Ae+jκxe−jβze+jπme+jπ/2

= ±
(
jAe−jκx − jAe+jκx

)
e−jβz = ±2A sin(κx)e−jβz G(���H

��	�	 ��	 	
�!��, ��	 @	�� ��������� .�� ��	 !��	 �	���� ��)	� �� ��	 �	
�' ��>��� ���� !�����	������ ��	
��
�����, �������9����� !������� ±2A�

�0�



�������� �

 ���������� 
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&�� ����
���� 4�
� ����� �" -
��� �������/ �� � ������

+� ���	����	 �	���� .�� �	��)��� ��	 ����� )	��!��, �� �� .������� <	��� ���� ��	 ����������� !������� �. �
��)	 �� � ������

kp =
1
c

√
ω2 − ω2

p G4��H

$��)	 ��	 	
��	����� .�� ω

ω =
√
c2k2

p + ω2
p G4��H

(�C	�	�����	 47������ 4�� ���� �	��	!� �� kp;

vg =
dω

dkp
=

1
2
(
c2k2

p + ω2
p

)−1/2 (
2c2kp

)
= c

√
c2k2

p

c2k2
p + ω2

p

G4��H

��	� ������., ���� �	���� 
, ��
��������� kp .��� 47������ 4�� �� �
����

vg = c

√
ω2 − ω2

p(
ω2 − ω2

p

)
+ ω2

p

= c

√
1 −

ω2
p

ω2
G4��H

&�� -
��� �������/ �� � ��
����� ����� ,� �!����

1	 
	��� ���� ��	 	
��	����� .�� ��	 ����������� !������� �	��)	� �� �����	� �' ��� ���)	 .�� ω;

ω =
c√
εr

√
β2
m + (mπ/a)2 G4�"H

+������� ���� εr �� ��� � .��!���� �. .�	7�	�!,' ��	 ����� )	��!��, �. ��	 m
�� ���	 �� ��	�

vg,m =
dω

dβm
=

c
√
εr

1
2

{
β2
m + (mπ/a)2

}−1/2

(2βm) =
c

√
εr

βm√
β2
m + (mπ/a)2

G4�2H

��� �	 ��	 ��	 .�!� ���� β2
m + (mπ/a)2 = β2

m + κ2
1 = k2

1 �� ����	

vg,m =
c√
εr

βm√
k2
1

=
cβm√
εrk1

G4�-H

��	�	 k1 = ω
√
μoε� +��� �� �����	� � �	 .���� ���� βm = k1

√
1 − f2

c,m/f
2 G�		 +��	���
 (H' �� ����

�	��� ��

vg,m =
ck1

√
1 − f2

c,m/f
2

√
εrk1

=
c√
εr

√
1 − f2

c,m/f
2 G4�#H
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��� ���
�	������� �" �@R+

3� ���	� �� �	�	����	 �� 	
��	����� .�� ��	 �����	 ���	�� �. ��� !����	�' �	 ���� �	)	��� �� �����
����	
	
��	����� .�� ��	 ������!	 �� ��	 !����	�� +� �� 	
����	' �	 !�����	� ��	 �����
������� �. R+' ��	 ������!	
.��� ��	 �
�	�)����� ����� �� ��	 ������)	 !����	�

������ ���	 & � �	�	�� ������� ������	�� �� � ���	���� �� &�� ������	��� ��	 ��� 	�� ������� �� �������
	� �� ���� ������ 	��� 	�� ���	���� 	� 	�� �������	��� ����	�

%��� %����	 %��' �	 �		 ����

R+ ≈
(
r − d

2
cos θ

)
G%��H

3� ��� 	
��	������ .�� ��	 �!���� ���	�����' �	 �	7���	 ��	 ��)	��	 �. R+' ��	�

1
R+

≈
(
r − d

2
cos θ

)−1

=
1
r

(
1 − d

2r
cos θ

)−1

G%��H

+������� ���� d� r' ��	� d
2r cos θ � 1� (	@���� δ = d

2r cos θ' �	 !�� ��	 ��	 ���	� �	��	� 	
�������;

(1 − δ)−1 = 1 + δ + δ2 + δ3 + ... ≈ 1 + δ G%��H

���!� ,�	��� ��	 �����
�������

1
R+

≈ 1
r

(1 + δ) =
1
r

(
1 +

d

2r
cos θ

)
G%��H

+ ������� ������!� �� ��	� �� �	�	����	 �� �����
������� .�� 1/R��

�0#



��� %�����!������ �����
 ,� � &+������

$�
��������� �. ��	 )	!��� ���	����� ∇×
�

A = μo
�

H(
�
r, t) ���� +��	�	6� ��� ,�	���

∇×
(
∇×

�

A
)

= μoεo
∂
�

E
∂t

+ μo
�

J G%�"H

1	 ��)	 ��	)�����, �	@�	�

−∇Φ(
�
r, t) =

�

E(
�
r, t) +

∂
�

A(
�
r, t)
∂t

G%�2H

1	 �	������	 47������ %�2 �� ���)	 .��
�

E ��� ��
������	 ���� 47������ %�" �� ,�	��

∇×
(
∇×

�

A
)

= μoεo
∂

∂t

(
−∇Φ − ∂

�

A
∂t

)
+ μo

�

J

= μo
�

J − μoεo∇
∂Φ
∂t

− μoεo
∂2

�

A
∂t2

G%�-H

?���� ��	 )	!��� ��	����, ∇× (∇×
�

A) = ∇(∇ ·
�

A) −∇2
�

A' �	 @��

∇
(
∇ ·

�

A
)
−∇2

�

A = μo
�

J(
�
r, t) − μoεo∇

∂Φ
∂t

− μoεo
∂2

�

A
∂t2

G%�#H

���� �� ��	� �	������	� �� ,�	��

∇2
�

A− μoεo
∂2

�

A
∂t2

= −μo
�

J + ∇
(
∇ ·

�

A + μoεo
∂Φ
∂t

)
G%�*H

1	 ��	 .�		 �� !����	 ��	 ��)	��	�!	 �.
�

A' �� .�� !��)	��	�!	 �	 !����	

∇ ·
�

A = −μoεo
∂Φ
∂t

G%��0H

���!� �� >���� �� ��	 :��	��9 ����	� +���,��� ��	 :��	��9 ����	' 47������ %�* �	��!	� ��

∇2
�

A− μoεo
∂2

�

A
∂t2

= −μo
�

J G%���H

���!� �� ��	 
������������ ���	�
 ���� ����	
���

��� %�����!������ �����
 ,� � &+������

�� �	��)	 ��	 �������	�	��� �!���� ��)	 	7������' �	 �	������	 47������ %�2 �� ���)	 .��
�

E ��� ��
������	
���� &����6 ��� �� ,�	��

∇ ·
(
−∇Φ − ∂

�

A
∂t

)
=
ρv
εo

G%���H

1	 !�� ��	� �	����	 ��	 �	.�/���� ���	 ��

∇ ·
(
−∇Φ − ∂

�

A
∂t

)
= −∇2Φ − ∂

∂t

(
∇ ·

�

A
)
. G%���H

�0*



?���� ��	 :��	��9 ����	 G∇ ·
�

A = −μoεo∂Φ/∂tH' �	 @��

∂

∂t

(
∇ ·

�

A
)

= −μoεo
∂2Φ
∂t2

G%���H

��	� 47������ %��� �	��!	� ��

∇2Φ − μoεo
∂2Φ
∂t2

= −ρv
εo

G%��"H

���!� �� ��	 
������������ �����
 ���� ����	
���

��� �����
 ��������� �" �� %������� 5���������! ���
!�

+����	 �� ��!�������� !����	 q(t) = qo cos(ωt) ��!��	� �� ��	 ������ G�� .�		 ���!	H� 1	 ���� �� �	��������	
���� ��	 .�������� �!���� ���	�����

Φ =
qo

4πεor
e−jkor G%��2H

�� ��	 �������� �� ��	 �������	�	��� �!���� ��)	 	7������ G47������ %��"H �� ������ .���;

∇2Φ + ω2μoεoΦ = −ρv
εo

G%��-H

(	����������� �. ���� ���� ��>	 ��� ��	��� %����' �	 ���� ���� ���� 47������ %��- �� �����@	� 	)	�,��	�	
�����	 ��	 ������� ��	 !����	 ���, 	
���� �� ��	 ������' �� 	)	�,��	�	 	
!	�� ��	 ������ 47������ %��- �	��!	�
��

∇2Φ + ω2μoεoΦ = 0 G%��#H

3� ���	��!�� !��������	�' ��	 :����!��� !�� 
	 �����	� ��

∇2 =
∂2

∂r2
+

2
r

∂

∂r
+

1
r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
+

cos θ
r2 sin θ

∂

∂θ
+

1
r2

∂2

∂θ2
G%��*H

4)�������� ��	 @��� �	�� �. 47������ %��# ,�	���

∇2Φ =
(
∂2

∂r2
+

2
r

∂

∂r

)(
qo

4πεor
e−jkor

)

=
qo

4πεo

{
−k

2
o

r
+
j2ko
r2

+
2
r3

+
2
r

(
−jko
r

− 1
r2

)}
e−jkor

= − qo
4πεo

k2
o

r
e−jkor G%��0H

47������ %��# ��	� 
	!��	�
qo

4πεor
(
ω2μoεo − k2

o

)
e−jkor = 0 G%���H

1��!� �� ���	 ���!	 k2
o = ω2μoεo �� .�		 ���!	�

��	 �	
� ��	� �� �� )	��., ���� 47������ %��- �� �����@	� �� ��	 ������� 1	 ���	����	 47������ %��- ��
��	 �	���
������ �. r = 0 �)	� � ����� ���	��!�� )����	 �. ������ 
 !	��	�	� �� ��	 ������;∫

V

(
∇2Φ + ω2μoεoΦ

)
dV = −

∫
V

(
ρv
εo

)
dV G%���H

��0



3� ��	 ����� ��	�	 
 �� �����' ��	 ���	������� �. ��	 �	!��� �	�� �� ��	 �	.�/���� ���	 ��)	� �� !�����
�����'
���!	

lim
r→0

∫
V

(
ω2μoεoΦ

)
dV = ω2μoεo lim

r→0

∫
V

ΦdV

= ω2μoεo lim
r→0

∫
V

qoe
−jkor

4πεor
dV = ω2μoεo lim

r→0

∫ r

0

qoe
−jkor

4πεor
(
4πr2

)
dr

= ω2μoqo lim
r→0

∫ r

0

re−jkordr = 0 G%���H

3��	������� �. ��	 @��� �	�� �� ��	 �	.�/���� ���	 �� ���	 ����� &����6 ��	��	� G�	.	� �� �����	� �H ��
!��)	�� ��	 )����	 ���	���� �� ��	 	�!������ � ���.�!	;∫

V

∇2ΦdV =
∫

∇·
V

∇ΦdV =
∮
S

∇Φ · d
�

S G%���H

$��!	 ��	 �!���� ���	����� )���	� ���, �� ��	 r̂/���	!����' ∇Φ = ∂Φ/∂r ��� ��	 ���.�!	 ���	������� ,�	���
�����, ��	 ���.�!	 ��	� �. � ���	�	 �. ������ 
' ��� ��	�	.��	∮

S

∇Φ · d
�

S = 4πr2
∂Φ
∂r

= 4πr2
∂

∂r

(
qo

4πεor
e−jkor

)

=
qo
εo
r2
∂

∂r

(
e−jkor

r

)
=
qo
εo

(−jkor − 1) e−jkor G%��"H

$��!	 ��	 !����	 �� ��!��	� �� ��	 ������' ��	 )����	 ���	���� �� ��	 �����/���� ���	 �. 47������ %��� ,�	���

−
∫
V

(
ρv
εo

)
dV = − qo

εo
G%��2H

��	�	.��	' �� r → 0 47������ %��� �	��!	� ��

qo
εo

(−jkor − 1) e−jkor = − qo
εo

G%��-H

���!� �� ���		� �����@	� .�� r = 0� 1	 ��	� !��!���	 ���� ��	 �!���� ���	����� ��)	� �� 47������ %��2 �� �
�������� �� ��	 �������	�	��� �!���� ��)	 	7������ .�� �� ��!�������� ����� !����	 �� ��	 �������

���



���



�������� �

�������� �
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���� ���� '�
����
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%�������� �� � ������, �. ��������� �,�
��� ��	� ���������� ��	 �	
�� +��� ��	�	��	� �� ���	���	�	� ��
��	 !����	� �� ���!� ��	 �,�
�� ��� @��� �������!	��

a; ��	 ����� �. ��	 ������� �	���� �� � ������	� ����	 �� ��	�	!���! ������ ��)	����	' �� ��	 ����� �� ��	

/���	!���� �. � �	!�������� ��)	����	 G�����	� �H�

�

A(
�
r); + )	!��� @	��' ���!� �� � @	�� ���� ��� � ��������	 ��� ���	!���� �� 	)	�, ����� �� ���!	 G�����	�

�H�

α; ��	 ���	������� !������� �. � ��)	' ���!� �� ��	 ��������, ������� �. ��	 ����������� !�������� ��	
���	������� !������� ��� ����� �. ��B� G�����	� �H�

b; ��	 �������9	� ����������� !������� �� � ��	�	!���! ������ ��)	����	' �� ��	 ����� �� ��	 ,/���	!���� �.
� �	!�������� ��)	����	 G�����	� �H�

�

B(
�
r, t),

�

B(
�
r); ��	 ����	��! A�
 �	����, �� ���	/������ ��� ������ .���' �	��	!��)	�,� ��	 ����	��! A�


��� ����� �. � G�����	� �H�

β; ��	 9/!�����	�� �. ��	 ��)	 )	!���' ���� ����� �. ���B� G�����	� �H�

c; ��	 ��		� �. ����� �� � )�!���� c ≈ 2.998× 108 �B� G�����	� �H�

�

D(
�
r, t),

�

D(
�
r); ��	 	�	!���! A�
 �	����, �� ���	/������ ��� ������ .���' �	��	!��)	�,� ��	 	�	!���! A�
 ���

����� �. �B�� G�����	� �H�

∇; ��	 �����	�� ��	�����' �	@�	� �� ∇ = ∂
∂x x̂+ ∂

∂y ŷ + ∂
∂z ẑ G�����	� �H�

δ; ��	 �>�� �	���' ���!� �� ��	 �	��� �� ���!� ��	 	�	!���! @	�� �	!�	��	� �� e−1 �. ��� ������� )���	 �� �
����, �	���� G�����	� �H�

�

E(
�
r, t),

�

E(
�
r); ��	 	�	!���! @	�� ���	����, �� ���	/������ ��� ������ .���' �	��	!��)	�,� ��	 	�	!���! @	��

��� ����� �.  B� G�����	� �H�

ε; ��	 	�	!���! �	������)��,' ���� ����� �. %B�� 3� .�		 ���!	' εo = 8.8542× 10−12 %B� G�����	� �H�

εr; ��	 �	����)	 �	������)��, ���� �	��	!� �� .�		 ���!	' �	@�	� �� εr = ε/εo G�����	� �H�

fc; ��	 !���C .�	7�	�!, �. � ��)	����	 ���	' ���!� �� ��	 ���	�� .�	7�	�!, �� ���!� � �����!���� ���	
!�� ��������	 ������� ����� ��	 !���C .�	7�	�!, ��� ����� �. E9 G�����	� �H�

η; ��	 ��)	 ���	���!	 �. � �	����' ���� ����� �. Ω� ��	 ��)	 ���	���!	 �. .�		 ���!	 �� ηo ≈ 120π ≈ 377
Ω G�����	� �H�

ηg; ��	 ��)	����	 ���	���!	 �. � ���	' �	@�	� ���� �	��	!� �� ���	� A�� �� ��	 9/���	!����� ��	
��)	����	 ���	���!	 ��� ����� �. Ω G�����	� �H�

Γ; ��	 	�	!���! @	�� �	A	!���� !�	F!�	��' �	@�	� �� ��	 ����� �. ��	 �	A	!�	� @	�� ��������	 �� ��	 ��!��	��
@	�� ��������	 G�����	� �H�

Γa,b; ��	 	�	!���! @	�� �	A	!���� !�	F!�	�� 
	��		� ��� ���������� ��)	����	 �	!����� G�����	� �H�

���



�

H(
�
r, t),

�

H(
�
r); ��	 ����	��! @	�� ���	����, �� ���	/������ ��� ������ .���' �	��	!��)	�,� ��	 ����	��!

@	�� ��� ����� �. +B� G�����	� �H�

�

J (
�
r, t),

�

J(
�
r); ��	 	�	!���! !���	�� �	����, �� ���	/������ ��� ������ .���' �	��	!��)	�,� ��	 	�	!���! !���	��

�	����, ��� ����� �. +B�� G�����	� �H�

�

J s(
�
r, t),

�

Js(
�
r); ��	 ���.�!	 !���	�� �� �� ���	�.�!	 
	��		� ��� �	��� �� ���	/������ ��� ������ .���'

�	��	!��)	�,� ��	 ���.�!	 !���	�� ��� ����� �. +B� G�����	� �H�

�

k; ��	 ��)	 )	!���' ���!� ������ �� ��	 ���	!���� �. ����������� ��� �� �	@�	� ��
�

k = kk̂ G�����	� �H�

k; ��	 ��������	 �. ��	 ��)	 )	!���' ���� ����� �. ���B�� 3� .�		 ���!	' ko = ω
√
μoεo = ω/c = 2π/λo

G�����	� �H�

k̂; + ���� )	!��� �� ��	 ���	!���� �. ��)	 ����������� G�����	� �H�

κ; ��	 
/!�����	�� �. ��	 ��)	 )	!���' ���� ����� �. ���B� G�����	� �H�

λ; ��	 ��)	�	���� �. � ��)	 �� ���!	' ���� ����� �. �� ��	 ��)	�	���� �� .�		 ���!	 �� �����@	� 
, ��	
�,�
�� λo G�����	� �H�

λc; ��	 !���C ��)	�	���� �. � ��)	����	 ���	' ���!� �� ��	 ����	�� ��)	�	���� �� ���!� � �����!���� ���	
!�� ��������	 ������� ����� ��	 !���C ��)	�	���� ��� ����� �. � G�����	� �H�

m; ��	 ���	 ���
	� �� � ������	� ����	 ��)	����	' �� ��	 ���	 ���
	� �� ��	 
/���	!���� �� � �	!��������
�	�����! ��)	����	 G�����	� �H�

μ; ��	 ����	��! �	��	�
����,' ���� ����� �. EB�� 3� .�		 ���!	' μo = 4π × 10−7 EB� G�����	� �H�

n; ��	 ���	
 �. �	.��!���� �. � �	����� (	@�	� �� n =
√
εr G�����	� �H� +��� �	��	�	��� ��	 ���	 ���
	�

�� ��	 ,/���	!���� �� � �	!�������� �	�����! ��)	����	 G�����	� �H�

n̂; + ���� )	!��� ���� �� ������ �� � ���.�!	 �. ���	������� G��	� �� &����6 ��	��	�H G�����	� �H�

n̂21; + ���� )	!��� �������� .��� �	���� � �� �	���� � �� �� ���	�.�!	 
	��		� ��� �	��� G�����	� �H�

n��; ��	 	C	!��)	 ���	
 �. � ��)	����	 ���	 �� � ��	�	!���! ��)	����	� (	@�	� �� n�� = β/ko G�����	�
�H�

ν; ��	 ���	 ���
	� �� � ��	�	!���! ������ ��)	����	 G�����	� �H�

p(θ, φ); ��	 ��������� ����	�� �. �� ���	���' �	@�	� �� ��	 ���� �������9	� �� ��)	 � ��
���� )���	 �.
����, G�����	� 2H�

Φ(
�
r); + �!���� @	��' ���!� �� � @	�� ���� ��� ���, � ��������	 �� 	)	�, ����� �� ���!	 G�����	� �H�

�
r ; ��	 �������� )	!���� 3� ����	���� !��������	�'

�
r = xx̂+ yŷ + zẑ G�����	� �H�

R; ��	 ���	� �	A	!���!	' ���!� �� ��	 ����� �. �	A	!�	� �� ��!��	�� ���	� �� �� ���	�.�!	 G�����	� �H�

r12; ��	 �	A	!���� !�	F!�	�� �� ��	 �����
 .����������� 3� �� ���� �	��	!� �� ��	 	�	!���! @	��� .�� ��	 �4
!��	 ��� ���� �	��	!� �� ��	 ����	��! @	��� .�� ��	 �5 !��	 G�����	� �H�

��"



ρs(
�
r, t), ρs(

�
r); ��	 ���.�!	 !����	 �� ��	 ���	�.�!	 
	��		� ��� �	��� �� ���	/������ ��� ������ .���'

�	��	!��)	�,� ��	 ���.�!	 !����	 ��� ����� �. �B�� G�����	� �H�

ρv(
�
r, t), ρv(

�
r); ��	 	�	!���! !����	 �	����, �� ���	/������ ��� ������ .���' �	��	!��)	�,� ��	 	�	!���! !����	

�	����, ��� ����� �. �B�	 G�����	� �H�

〈
�

S〉; ��	 ���	/�)	���	 ���	� A�� �	� ���� ��	�' ���� ����� �. 1B��� (	@�	� �� 〈
�

S〉 = 〈
�

E ×
�

H〉 = 1
2Re{

�

Sc}
G�����	� �H�

�

Sc; ��	 !����	
 ��,����� )	!���� (	@�	� ��
�

Sc =
�

E ×
�

H
∗
G�����	� �H�

σ; ��	 !����!��)��, �. � �	����' ���� ����� �. $B� G�����	� �H�

T ; ��	 �	���� �. � ��)	 �� ���	 G�����	� �H� +��� �	��	�	��� ��	 ���	� �����������!	' ���!� �� ��	 �����
�. ���������	� �� ��!��	�� ���	� �� �� ���	�.�!	 G�����	� �H�

T ; ��	 	�	!���! @	�� ������������ !�	F!�	��' �	@�	� �� ��	 ����� �. ��	 ���������	� @	�� ��������	 �� ��	
��!��	�� @	�� ��������	 G�����	� �H�

t12; ��	 ������������ !�	F!�	�� �� ��	 �����
 .����������� 3� �� ���� �	��	!� �� ��	 	�	!���! @	��� .�� ��	
�4 !��	 ��� ���� �	��	!� �� ��	 ����	��! @	��� .�� ��	 �5 !��	 G�����	� �H�

�4; �����)	��	 	�	!���! ������9�����' ���!� �	��� ���� ��	 	�	!���! @	�� �� �	��	���!���� �� ��	 ����	 �.
��!��	�!	� +��� !���	� ��	��	���!���� ������9������ G�����	� �H�

�5; �����)	��	 ����	��! ������9�����' ���!� �	��� ���� ��	 ����	��! @	�� �� �	��	���!���� �� ��	 ����	
�. ��!��	�!	� +��� !���	� �������	� ������9������ G�����	� �H�

θB; <�	���	�6� ����	� +� θB' ��	 �5 �	A	!���� !�	F!�	�� �� 9	�� G�����	� �H�

θc; ��	 !����!�� ����	� 3. n1 > n2' ��	� 
	,��� θc ����� ���	���� �	A	!���� G�3�H �!!��� G�����	� �H�

V ; ��	 �������9	� .�	7�	�!, G�� � /���
	��H �� � ��	�	!���! ������ ��)	����	 G�����	� �H�

vg; ��	 ����� )	��!��,' ���!� �� ��	 )	��!��, �� ���!� ��	 	�)	���	 �. �� 	�	!�������	��! ����	 ���)	��� ��	
����� )	��!��, ��� ����� �. �B� G�����	� "H�

vp; ��	 ����	 )	��!��,' ���!� �� ��	 )	��!��, �� ���!� � �����!���� ����� �� � ��)	 ��)	�� ��	 ����	
)	��!��, ��� ����� �. �B� G�����	� "H�

��2
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